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1. Wprowadzenie

W prawidtowo konstruowanych cyfrowych przyrzadach pomiarowych rozdziel-
czo$¢ wyswietlanego lub odczytanego wyniku pomiaru, poprzez interfejs wyjsciowy,
powinna by¢ adekwatna do wymaganego zastosowania przyrzadu i jego mozliwosci
pomiarowych, czy zastosowanej metody pomiaru. Konsekwencja zwykle szerokiego
zakresu pomiarowego jest rdzne i zmienne znaczenie rozdzielczosci wyniku pomiaru,
w zaleznosci od wartosci i stabilno$ci wielkosci mierzonej. Odmienny tez moze by¢
sens rozdzielczo$ci w zaleznosci od tego, czy jestesmy koncowym uzytkownikiem
przyrzadu pomiarowego, czy tez podlega on wlasnie wzorcowaniu. W konsekwencji,
przy szacowaniu niepewnos$ci wyniku pomiaru, nie tylko nie mozna automatycznie
zaniedbywac wplywu rozdzielczosci, ani tez automatycznie uwzglednia¢ wplywu
rozdzielczo$ci bez zréznicowania na sytuacj¢ pomiarows, ale nalezy §wiadomie in-
terpretowac jej wplyw na wynik koncowy, zaleznie od sposobu realizacji pomiaru,
sposobu uzyskania aktualnego wskazania, czy faktycznych wlasciwosci i konstrukeji
przyrzadu pomiarowego.

Przykladowo czym innym jest pomiar przedzialu czasu za pomoca czasomie-
rza o rozdzielczodci 1 minuty, a czym innym jest odmierzenie za pomoca tego sa-
mego czasomierza przedzialu czasu réwnego 1 minucie, czy catkowitej liczbie mi-
nut. Dziedzina czasu i czestotliwosci dostarcza wielu przyktadéw w tym zakresie,
a poniewaz czas i czestotliwos¢ nalezg obecnie do najdoktadniej odtwarzanych i mie-
rzonych wielkosci fizycznych oraz istnieje duza réznorodno$¢ przyrzadéw pomiaro-
wych w tej dziedzinie, tatwo jest skonfrontowac rozwazania teoretyczne z praktyka,
aczkolwiek prezentowane w niniejszym rozdziale rozwazania maja charakter ogoélny
i niezalezny od dziedziny pomiarowe;j.

Podstawowym celem tej pracy jest przedstawienie i zrewidowanie podejscia do
pojecia rozdzielczosci w kontekscie licznych sytuacji praktycznych [1], w odréznie-
niu od publikowanych w ostatnich latach, gtéwnie w czasopismie Metrologia, prac
dotyczacych tej tematyki, ktére koncentruja si¢ na aspekcie czysto modelowym osza-
cowania niepewnosci wyniku pomiaru z istotnym udziatem rozdzielczosci [2 + 6].

2. Zarys problemu

W typowej sytuacji pomiarowej, gdy nie jest znana wartos¢ wielkosci mierzo-
nej, interpretacja rozdzielczoéci wskazania intuicyjnie nie nastrecza trudnosci, gdyz
rozdzielczo$¢ odpowiada zwyklemu zaokraglaniu wskazania przez przyrzad pomia-
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rowy, natomiast koniecznos$¢ uwzgledniania rozdzielczosci wskazania w niepewno-
$ci wyniku pomiaru jest konsekwencja braku informacji, o ile zostato zmienione
wskazanie przez zaokraglanie. Pewien problem moze jednak stanowi¢ juz $wiado-
me rozrdznienie poprawki na rozdzielczo$¢ wsérdd innych poprawek korygujacych
wskazanie do warto$ci umownie prawdziwej wielkosci mierzonej (rys. 1). Podobnie
problem pojawia si¢ tez w sytuacji, gdy odczytane wskazanie ma by¢ skorygowane
dodatkowo o poprawke wyznaczong na podstawie $wiadectwa wzorcowania. Zwykle
w niepewnosci takiej poprawki juz raz jest uwzgledniona rozdzielczo$¢ wskazania,
stad moze rodzi¢ si¢ watpliwo$¢, czy ponowne uwzglednianie rozdzielczosci wska-
zania w niepewnosci konicowego wyniku pomiaru jest zasadne.
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Rys. 1. Rdzne sytuacje pomiarowe ilustrujgce problem rozréznienia poprawki
na rozdzielczo$¢ wsrod innych poprawek (odcinek z pionowym kreskami po obu koncach
stanowi ilustracje graficzng rozdzielczo$ci wskazania, Xp, - suma poprawek korygujacych
wskazanie do warto$ci wielko$ci mierzonej, w tym jedna z poprawek p, jest poprawka na
rozdzielczo$¢ wskazania)

Z kolei odmienna jest sytuacja pomiarowa wystepujaca podczas wzorcowania
przyrzadu pomiarowego, ktdry nie jest zrodtem wielko$ci mierzonej, gdy wyznaczany
jest btad wskazania. Wtedy najczesciej znana jest (zwykle z niepewnoscig co najmniej
kilkakrotnie mniejsza niz warto$¢ niepewnosci wnoszonej przez wzorcowany przyrzad
pomiarowy) warto$¢ wielko$ci mierzonej i jednocze$nie znane jest wskazanie przyrza-
du, ktory jest wzorcowany (rys. 2). Wartos$¢ bledu wskazania uzyskana przez odjecie od
wskazania przyrzadu pomiarowego wartosci wielkosci mierzonej jest réznicg dwu zna-
nych wartosci. Zatem rodzi si¢ watpliwos¢, czy zasadne jest tu uwzglednianie rozdziel-
czosci wskazania w niepewnosci wyniku pomiaru. Aby rozwiac tego typu watpliwosci,
kluczowe jest, w rozumieniu udziatu rozdzielczoéci w niepewnoséci wyniku pomiaru,
prawidlowe rozumienie pojecia bledu wskazania oraz poprawki na rozdzielczoé¢.
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Rys. 2. Ilustracja problemu znajomo$ci wartosci bledu wskazania przy pomiarze
podczas wzorcowania (strzatka/wektor ze znakiem zapytania ilustruje graficznie
wstepnie przypisywang warto$¢ bledu wskazania, pozostate oznaczenia i symbolika
elementéw zgodnie z opisem na rys. 1)
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3. Btad wskazania a rozdzielczos¢

Ogolnie przyjeta, zgodnie z Miedzynarodowym stownikiem podstawowych
i ogdlnych terminéw metrologii [7] oraz miedzynarodowymi dokumentami ujed-
nolicajacymi podejscie do szacowania niepewnosci wyniku pomiaru [8, 9], definicja
bledu wskazania przyrzadu pomiarowego jest réznica miedzy wskazaniem przyrza-
du pomiarowego a warto$cig (umownie) prawdziwg wielkosci mierzonej. Na rys. 3
przedstawiono rézne sytuacje pomiarowe z ustalonym wskazaniem przyrzadu row-
nym 100, przy zalozeniu, ze warto$¢ wielkosci mierzonej znana jest dokfadnie.
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Rys. 3. Ilustracja do weryfikacji interpretacji pojecia bledu wskazania (strzatka/wektor
ze znakiem zapytania ilustruje graficznie wstepnie przypisywane wartoéci btedu wskazania,
pozostate oznaczenia i symbolika elementéw zgodnie z opisem na rys. 1)

Przypadki a), b) i ¢) na rys. 3 ro6znig si¢ tylko wartoscig wielko$ci mierzonej
i mozna przyja¢, ze obserwowana réznica pomiedzy wskazaniem przyrzadu a warto-
$cig (umownie) prawdziwg wielko$ci mierzonej jest gléwnie wynikiem zaokraglania
wskazania. Przyjecie zalozenia, ze w tych trzech przypadkach obserwowane sg trzy
rézne wartosci bledu wskazania, prowadziloby do niezgodnego z teorig szacowania
niepewnosci wyniku pomiaru wniosku, Ze przy identycznym wskazaniu btad wska-
zania ma zmienng warto$¢ w zaleznosci od aktualnej warto$ci wielkosci mierzo-
nej. Ponadto pozornie pojawia si¢ niejednoznacznos¢ w interpretacji warto$ci btedu
wskazania pomigdzy przypadkami c) i d) na rys. 3, gdzie w przypadku d) wystepuje
dodatkowe przesuniecie skali wielko$ci mierzonej w stosunku do skali wielkosci od-
twarzanej przez przyrzad pomiarowy.

Wszystkie powyzsze watpliwosci znikaja, jesli w definicji btedu wskazania jako
wskazanie przyrzagdu pomiarowego bedzie rozumiane ,,idealne” wskazanie x_,,
(nieograniczone rozdzielczos$cig i konstrukeja przyrzadu pomiarowego), ktore bylo-
by wskazywane przez przyrzad pomiarowy, gdyby wskazanie mozna byto odczytacé
dokladnie, z nieograniczona liczbg miejsc znaczacych (rys. 4). Btad wskazania Ax
odpowiada wtedy jednoznacznie lokalnemu przesunieciu skali odtwarzanej przez
przyrzad pomiarowy wzgledem skali wielkosci mierzonej i lokalnie ma wartos¢ stala
réwna (rys. 5):

Ax = X idea = X (1)

gdzie x jest wartoscig (umownie) prawdziwa wielkosci mierzone;.
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Xp(ideal) .
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Rys. 4. llustracja cigglej skali wielkodci mierzonej x oraz schodkowej x_iidealnej x
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Rys. 5. Ilustracja graficzna btedu wskazania

Istnienie poprawki na rozdzielczo$¢ p, uzasadnione jest zatem nieznang réznicg
pomle{*dzy ,,1d§alnym wska}zamem przyrzadu pomiarowego x, .., nieograniczonym
rozdzielczosci, a faktycznie odczytanym wskazaniem x przyrzadu:

Pa = Xy ~ %, (2)

W kazdym jednostkowym pomiarze, czy réwniez w konkretnej serii pomiaréw,
przy zalozeniu odpowiednio stabilnej wartos$ci wielko$ci mierzonej i stabilnym dzia-
taniu przyrzadu pomiarowego, réznica wyrazona wzorem (2) ma charakter systema-
tyczny (ma okreslong wartos¢ i znak) i poprawka na rozdzielczo$¢ w istocie koryguje,
zwigzang z uzyskaniem konkretnego wskazania, czg$¢ stalego przesuniecia wyniku
pomiaru. Stagd, w rozumieniu Przewodnika [8] i Dokumentu EA-4/02 [9], uzasadnio-
ne pozostaje nazywanie tej roznicy poprawka, chociaz wiedza na jej temat ogranicza
sie zwykle do znajomosci jej granic.

Z poprawka na rozdzielczo$¢ wigze sie w konsekwencji zmienng losowa centro-
wang o zerowej wartoéci oczekiwanej i prostokatnym rozktadzie prawdopodobien-
stwa, co jest $cisle prawda tylko w przypadku zachowania symetrii wskazan sgsiadu-
jacych z biezagcym wskazaniem. Przy braku symetrii obszaréw wskazan ,,idealnych”
wzgledem obserwowanego wskazania, zmiennej losowej zwigzanej z poprawka na
rozdzielczo$¢ mozna przypisaé niezerowa warto$¢ oczekiwang.
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Za niepewno$¢ standardowy u(p,) poprawki na rozdzielczo$¢ przyjmuje sie:

u(m)=% 3)

gdzie A jest szerokoscia przedzialu obejmujacego wszystkie, nieograniczone rozdziel-
czo$cig teoretycznie mozliwe, ,,idealne” wskazania przyrzadu, przy ktérym obserwo-
wane jest dane wskazanie x .

Xp(ideal) Xp
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Rys. 6. [lustracja graficzna poprawki na rozdzielczo$¢

Wzdr na wartoé¢ btedu wskazania Ax z uwzglednieniem poprawki na rozdziel-
czos$¢ p, przyjmuje postac:

Ax = =X ey X=X, =X+ P, (4)

Nalezy zwréci¢ uwage, ze rownorzedng ze wzorem (3) postac zaleznosci na nie-
pewnos¢ standardowa moga mie¢ réwniez inne poprawki, ktérym przypisuje si¢ pro-
stokatny rozklad prawdopodobienstwa, ale nie sg interpretowane jako poprawka na
rozdzielczo$¢. Przykladowo moga to by¢ poprawki zwigzane z btedem granicznym,
niestabilnoscia, efektami starzenia sig, dryftem.

4. Rozdzielczos¢ a parametr A

Zwykle warto$¢ parametru A (wzor (3) i rys. 6) utozsamia si¢ z rozdzielczo-
$cig przyrzadu pomiarowego, tzn. z najmniejsza obserwowalng r6znica pomiedzy
biezgcym wskazaniem, a kolejnym mozliwym innym wskazaniem tego przyrzadu.
Najczesciej przyjmuje sie jego warto$¢ réwng jednosci, na pozycji najmniej znaczacej
cyfry odczytywanego wyniku pomiaru A . Jednak w praktyce nie zawsze zachowana
jest symetria polozenia sgsiadujacych wskazan wzgledem biezacego wskazania. Sy-
tuacja taka wystepuje czgsto przy wskazaniach granicznych w ramach sasiadujacych
podzakreséw pomiarowych, gdzie nastepuje skokowa zmiana rozdzielczosci wyswie-
tlanego wyniku pomiaru (zwykle o jedna dekade) ze wzgledu na ograniczong licz-
be cyfr. Przykladowo przy pomiarze przedziatu czasu czasomierzem z 4-cyfrowym
wys$wietlaczem, sasiaduja ze soba nastepujace wskazania: 999,8 ms, 999,9 ms, 1,000 s
i 1,001 s, gdzie obserwowane wskazanie 999,9 ms odpowiada teoretycznie wskaza-
niom nieograniczonym rozdzielczoscia z zakresu od 999,85 ms do 999,95 ms, nato-
miast obserwowane wskazanie 1,000 s odpowiada teoretycznie wskazaniom nieogra-
niczonym rozdzielczoscia z zakresu od 999,95 ms do 1000,50 ms.

Podobnie, asymetrie¢ kolejnych mozliwych wskazan obserwuje si¢ w przypadku
nieliniowej zalezno$ci warto$ci wyniku pomiaru od wartosci wielkosci mierzonej
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w pomiarze posrednim. Przyktadowo w predkosciomierzach, ktére (na podstawie
wprowadzonej do predkos$ciomierza, jako staly parametr wartosci drogi) przelicza-
ja wynik pomiaru czasu przejazdu na wartos¢ predkosci wyswietlanej w km/h; czy
w chronokomparatorach w analogowym trybie pracy, gdzie nastepuje zamiana war-
tosci kata obrotu tarczy na warto$¢ tangensa kata i na tej podstawie jest wyliczany
dobowy przyrost bledu wskazania wyswietlany w s/d.

W przypadku asymetrii kolejnych wskazan, zwykle stosowanym rozwigzaniem
jest przyjmowanie za biezaca warto$¢ rozdzielczosci A wartoséci wigkszej z modutow
(warto$ci bezwzglednych) dwu réznic pomiedzy biezacym wskazaniem a wskazania-
mi s3siadujacymi. Prowadzi to lokalnie do zawyzania niepewnosci wyniku pomiaru.
Natomiast najbardziej wlasciwe, z teoretycznego punktu widzenia, przyjecie w tego
typu sytuacjach niezerowej warto$ci estymaty poprawki na rozdzielczos¢ réwnej war-
tosci przesuniecia srodka symetrii obszaru wskazan ,,idealnych” wzgledem obserwo-
wanego wskazania, czy przyjecie za warto$¢ rozdzielczosci A szerokosci tego obszaru,
jest raczej niepraktykowane.

Inny problem stanowi automatyczne przyjmowanie za warto$¢ parametru A
warto$ci A, czyli warto$¢ rowng jednosci na pozycji najmniej znaczacej cyfry od-
czytywanego wyniku pomiaru, gdyz mozna w ten sposob znaczaco niedoszacowac
niepewnos$¢ wyniku pomiaru, zwlaszcza, gdy rozdzielczo$¢ wskazania ma istotny
wplyw na niepewnos$¢ wyniku konicowego. W przypadkach, gdy w serii pomiaréw
uzyskujemy powtarzalnie identyczne wskazania, obserwujemy wahania wskazania
pomigdzy dwiema warto$ciami réznigcymi sie od siebie o warto$¢ przekraczajacg A,
czy obserwujemy brak zmiany wskazania przy zmianie warto$ci wielkosci mierzo-
nej przekraczajacej wartos¢ A . Faktyczna rozdzielczo$¢ wskazania wyniku pomiaru
powinna by¢ zawsze weryfikowana w oparciu o dokumentacje techniczng przyrzadu
pomiarowego oraz potwierdzona obserwacjami, jesli jest to mozliwe.

W praktyce pomiarowej w Laboratorium Czasu i Czestotliwosci GUM stwier-
dzono przypadek przyrzadu pomiarowego, w ktérym kolejne najblizsze mozliwe

Wyniki pomiaréw stalego przedzialu czasu za pomoca SR620
(wzgledem wartosci poczatkowej)
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Rys. 7. Przyktadowe wyniki pomiaréw przedzialu czasu za pomoca
czesto$ciomierza-czasomierza SR620 (wyniki przeliczone wzgledem wartosci poczatkowej,
MJD (Modified Julian Date) — zmodyfikowany dzien julianski)
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wskazanie bylo odlegte od odczytanego wyniku pomiaru az 0 A=95367-A , o czym
nie byto wzmianki w dokumentacji technicznej. W prawidlowo skonstruowanym
przyrzadzie pomiarowym nie powinno miec¢ to miejsca. Natomiast typowe jest,
ze wskazanie przyrzadu pomiarowego moze zmienia¢ si¢ o niewielka ustalong wie-
lokrotno$¢ jednosci najmniejszej cyfry znaczacej, np. 2-A lub 5-A .

Faktyczna rozdzielczo$¢ mozna czesto wydedukowac na podstawie obserwacji
serii wynikéw pomiaréw. W sytuacji przedstawionej na rys. 7 wynik pomiaru wy-
$wietlany jest z rozdzielczoscig do 1 ps, ale juz wyswietlane warto$ci zmieniajg sie
skokowo co 3 psi2 ps, natomiast w dokumentacji technicznej podana jest informacja
o deklarowanej rozdzielczosci 4 ps [10] uzyskiwania liczbowego wyniku pomiaru
przedziatu czasu - nie ma to wigkszego znaczenia w praktyce, ze wzgledu na pozo-
stale skladowe niepewnosci wnoszone przez ten przyrzad pomiarowy.

Z kolei, w sytuacji zilustrowanej na rys. 8, w dokumentacji technicznej przy-
rzadu nie umieszczono informacji, ze przy wartosciach parametru ,liczba uderzen
na godzing” wigkszych od 3600 beat/h w przyblizeniu proporcjonalnie pogarsza sie
rozdzielczo$¢ wyswietlanego wskazania — ma to istotne znaczenie w praktyce, gdyz
rozdzielczo$¢ wskazania jest w tym przypadku gléwnym zrédltem niepewnosci wy-
niku pomiaru [11, 12].
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Wskazanie ,idealne” nieograniczone rozdzielczoscia

Rys. 8. [lustracja rozbiezno$ci pomiedzy informacja o rozdzielczoéci wyniku pomiaru
podang w dokumentacji technicznej chronokomparatora cyfrowo-analogowego typu
B300 w cyfrowym trybie pracy (deklarowana jako 0,01 s/d niezaleznie od pozostatych
parametrow pracy), a faktycznie obserwowanymi mozliwymi wskazaniami (przy wartosci
parametru pracy: 14400 beat/h, wskazanie zmienia si¢ co 0,04 s/d i 0,03 s/d)

Problematyczne jest rowniez ocenianie wartosci rozdzielczo$ci wskazania A
w sytuacji, gdy obserwujemy szybkie zmiany wskazania w obrebie kilku wartosci,
migotanie wskazania w obrebie dwu wartosci, czy ptynne zmiany wskazania w nie-
wielkim zakresie. Za rozdzielczo$¢ A, ustalang indywidualnie w kazdym pomiarze,
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nalezy wowczas przyja¢ obserwowany zakres zmian wskazania poszerzony o warto$¢
réznicy pomiedzy skrajnymi warto$ciami obserwowanych wskazan i sasiadujacymi
z nimi wartosciami wskazan, czyli:

A=x

p(max) ~ Fp(min)

+k-A (5)

gdziex o ix . -odpowiednio wartos¢ maksymalna i minimalna obserwowanych
wskazan, a k- A, - warto$¢ rozdzielczosci, jaka bytaby przyjeta przy braku zmian
wskazania lub z jaka okreslono granice zakresu zmian wskazan.

Przyktadowo, przy obserwacji wahan wskazania w obrebie wartosci {10A , 11A ,
12A }, za rozdzielczo$¢ A nalezy przyja¢ (12-10+1)A = 3A , natomiast przy obser-
wacji wahan w obrebie wartosci {10A , 12A }, za rozdzielczo$¢ A nalezy przyjac
(12-1042)A, = 4A,.

Powyzsze sytuacje pomiarowe odnoszg si¢ gtéwnie do przyrzadu, ktéry mie-
rzy warto$¢ danej wielko$ci. W przypadku przyrzadu pomiarowego stanowigcego
zrodto wielkosci mierzonej (rezystor wzorcowy, generator czestotliwosci, kalibrator)
o ustalonych lub regulowanych warto$ciach nominalnych sytuacja jest nieco odmien-
na. Oczywiste jest, ze przy ustalonej lub powtarzalnej cyfrowej nastawie wartosci
nominalnej odtwarzanej wielkosci, rozdzielczo$¢ zadawania kolejnych wartosci no-
minalnych nie powinna by¢ uwzgledniana w niepewnos$ci wyniku pomiaru, ponie-
waz tego typu przyrzad odtwarza dyskretng (punktowa) skale wielkosci mierzonej,
tzn. obserwowane warto$ci nominalne wskazan nie sg ograniczone rozdzielczoscia
(sa dokladne i nie réznig si¢ od ,idealnych” wartosci nominalnych). Powoduje to,
ze poprawka na rozdzielczo$¢, rozumiana jako nieznana réznica pomigdzy wartoscig
»idealng” wskazania nieograniczonego rozdzielczo$cig a obserwowanym wskazaniem,
traci w tym wypadku sens.

Jasno$¢ powyzszego obrazu zakldca jednak fakt wystepowania wewnetrznych
bledéw syntezy cyfrowej (DDS - Direct Digital Synthesis) zaleznych od nastawionej
warto$ci nominalnej odtwarzanej wielkosci, a $cisle mowiac od relacji arytmetycz-
nych zachodzacych pomig¢dzy pojemnoscia cyfrowa akumulatora fazy, pojemno-
$cig pamieci ksztaltu sygnatu i, wynikajacym z nastawionego wskazania, krokiem
przyrostu akumulatora fazy. Stad nastawiona warto$¢ nominalna wskazania moze
by¢ odtwarzana bezblednie (bez dodatkowych bledéw syntezy) lub z dodatkowym
bledem wynikajacym z wewnetrznej rozdzielczo$ci syntezy. Prawidtowe uwzgled-
nienie wplywu wewnetrznej rozdzielczosci syntezy na korekte nastawionej wartosci
nominalnej wskazania wymaga doktadnej znajomosci sposobu zamiany wskazania na
krok przyrostu akumulatora fazy i sposobu realizacji syntezy generowanego sygnatu
w przyrzadzie lub, przy braku wiedzy na ten temat, koniecznosci pogorszenia osza-
cowania niepewno$ci wyniku pomiaru. Przykladowo, w przypadku generatora cze-
stotliwodci typu 33250A [13], sygnaly prostokatne o czestotliwoéciach f = 2*-5" Hz
dla catkowitych liczb x = {-6, -5, ..., 9} i y = {-4, -3, ..., 8} generowane s3 bezblednie,
natomiast synteza sygnaléw prostokatnych o innych czgstotliwoéciach zawiera juz
bledy zwiazane z wewnetrzng rozdzielczos$cia syntezy.

Inaczej jest w przypadku takich przyrzadéw, gdzie nie jest mozliwa powtarzal-
na nastawa wartosci nominalnej odtwarzanej wielkosci, nastawa jest zmienna czy
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tez nastawa zalezy od wskazania pomocniczego ukladu pomiarowego. Przyrzady te,
zwykle z analogowa plynna nastawa lub z pomocniczym wyswietlaczem cyfrowym,
odtwarzaja skale ciagla (rozmyta) odtwarzanej wielkosci. Istniejaca rdznica pomiedzy
faktycznie obserwowang, ograniczong rozdzielczoscig (w tym spowodowang ptynno-
$cig nastawy), warto$ciag nominalng a ,idealng” warto$cia nominalng, nieograniczo-
ng rozdzielczo$cig odtwarzanej wielkosci, powoduje, ze poprawka na rozdzielczo$é
wskazania ma w tym wypadku sens. W rozdzielczosci wskazania uwzgledniana jest
wtedy niestabilno$¢ nastawy wynikajaca z plynnosci i niepowtarzalnosci nastawy,
w tym bedaca réwniez efektem obserwacji zmian wyswietlanego wskazania infor-
mujacego o aktualnej wartoéci nominalnej odtwarzanej wielkosci, w trakcie odtwa-
rzania tej wielko$ci. Woéwczas nalezy odrdznic¢ niestabilno$¢ nastawy, uwzgledniang
w rozdzielczosci, od niestabilnosci faktyczne odtwarzanej wartosci wielko$ci mierzo-
nej i od bledu, z jakim jest odtwarzana.

Ostatnie powyzsze zachowanie jest typowe w przypadku niektérych generatoréw
bez stabilizacji kwarcowej, ale z wbudowanym w urzadzenie pomocniczym czesto-
$ciomierzem kwarcowym wyswietlajagcym informacje¢ o wartoéci nominalnej aktual-
nie odtwarzanej czestotliwosci, czgsto zmieniajacej sie w sposob plynny.

5. Wzorcowanie a rozdzielczos¢

Biorac pod uwage koniecznos¢ odnoszenia btedu wskazania do wskazania ,,ideal-
nego’, nieograniczonego rozdzielczoscia (wzory (1) i (4)), przy wyznaczaniu wartosci
bledow wskazania podczas wzorcowania przyrzadu pomiarowego, ktéry mierzy dana
wielko$¢, nie ulega zadnych watpliwosci koniecznos¢ uwzgledniania rozdzielczo$ci
wzorcowanego przyrzadu pomiarowego w niepewno$ci wyniku pomiaru. Dzieki
temu mozna uzyska¢ wiarygodny wynik wzorcowania, niezaleznie od zaistnialej
podczas wzorcowania sytuacji pomiarowej (rys. 9).

Pewien wyjatek od podanej wyzej zasady moze by¢ wzorcowanie przyrzadu po-
miarowego, ktéry mierzy dang wielko$¢ i ma stabilne wskazania, poprzez wyzna-
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Rys. 9. [lustracja problematyki wyznaczania bledu wskazania podczas wzorcowania
(oznaczenia i symbolika elementéw zgodna z rys. 2): al) i a2) rozne sytuacje pomiarowe
prowadzace do identycznego zapisu wyniku wzorcowania, bl) i b2) zblizone sytuacje
pomiarowe prowadzace z kolei do réznych zapiséw wyniku wzorcowania)
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czenie zakresu wartosci (umownie) prawdziwych wielko$ci mierzonej, przy ktérych
wskazanie wzorcowanego przyrzadu nie ulega zmianie (rys. 10). Wéwczas mozna
przyjac jako wyznaczong warto$¢ bledu wskazania réznice pomiedzy obserwowa-
nym wskazaniem przyrzadu wzorcowanego a srodkiem zakresu warto$ci wielkos$ci
mierzonej, przy ktorych wskazanie to nie ulega zmianie, tzn.:

Xi(max) T Xicmin)
Ax=x, _f (6)

gdziex, . ix . -odpowiednio graniczna maksymalna i minimalna warto$¢ kon-
trolnie zadawanej wielko$ci mierzonej, przy ktorej obserwowane jest state wskazanie
x,. Wykorzystuje si¢ tu fakt pokrywania si¢ ,.idealnego” wskazania, nieograniczonego
rozdzielczo$cia, z obserwowanym wskazaniem dla tak wyznaczonego $rodka zakresu
warto$ci wielkosci mierzonych.

W tym przypadku przy szacowaniu niepewnosci btedu wskazania nie uwzgled-
nia si¢ rozdzielczosci przyrzadu wzorcowanego, poniewaz X deay = X Natomiast
uwzglednia sie rozdzielczos¢, z jaka zadawano kolejne wartosci wielkosci mierzo-
nej przy wyznaczaniu granic zakresux, ix, .. Przy podawaniu tak uzyskanego
wyniku pomiaru na $§wiadectwie wzorcowania, w celu zagwarantowania czytelno-
$ci i wlasciwego rozumienia wyniku pomiaru, powinna by¢ zamieszczona réwniez
informacja o sposobie wyznaczenia wartosci btedu wskazania.

98,35 98,9

99 7100

Ax

‘&
K

Rys. 10. Ilustracja graficzna wzorcowania poprzez wyznaczenie zakresu wartoéci (umownie)
prawdziwych wielko$ci mierzonej, przy ktérych wskazanie wzorcowanego przyrzadu
nie ulega zmianie (oznaczenia i symbolika elementéw zgodna z rys. 2)

Przykladowo, w sytuacji przedstawionej na rys. 10, obserwuje si¢ wskazanie
réwne 100 przy zadawaniu (umownie) prawdziwych wartosci wielko$ci mierzone;j
w zakresie od 97,8 do 98,9. Stad wyznaczona najlepsza wartos¢ estymaty bledu wska-
zania wynosi 1,65. Natomiast, przy szacowaniu niepewnosci wyznaczenia tej warto-
$ci, uwzglednia sie rownanie pomiaru (6) oraz rozdzielczo$¢ wyznaczenia warto$ci
granicznych 97,8198,9, réwng A = 0,1 *A,. Oznacza to, ze przy dominujacym udziale
rozdzielczo$ci w niepewnosci wyniku pomiaru, niepewno$¢ jest co najmniej 10-krot-
nie mniejsza niz przy typowym sposobie wzorcowania, co jest uzyskiwane kosztem
wigkszej ztozonosci pomiaru.

Wracajac do podejscia typowego przy wzorcowaniu, poprzez pomiar ustalonej
kontrolnej wartosci wielko$ci mierzonej, sytuacje moze troche skomplikowaé kwe-
stia stabilnosci wskazania ,,idealnego” w danej serii pomiaréw - przy zatozeniu, ze
wartos$¢ wielkosci mierzonej nie ulega wahaniom. Przy wyznaczaniu wartosci bledow
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wskazania podczas wzorcowania, czy rowniez w pomiarze po wzorcowaniu przyrza-
du pomiarowego mierzacego dang wielkos¢, nie do odréznienia s przedstawione na
rys. 11 sytuacje pomiarowe. Jednak, w zilustrowanym na rys. 11 przypadku c), gdzie
wystepuja dodatkowo wahania wskazania ,,idealnego” nieograniczonego rozdzielczo-
$cig, mieszczace sie w obrebie ustalonego wskazania ograniczonego rozdzielczoscia.
Problem ustalenia wielko$ci udzialu rozdzielczosci w niepewnosci wyniku pomia-
ru nie istnieje, jesli konsekwentnie i zawsze poprawke na rozdzielczo$¢ bedzie si¢
traktowa¢ zgodnie z jej definicjg (wzory (2) i (3)), tj. nigdy ze sztucznie zwigkszona
niepewnoscig tej poprawki. Zawsze w razie potrzeby, zgodnie z wiedza i do$wiad-
czeniem metrologa i w zalezno$ci od oceny konkretnej sytuacji pomiarowej, mozna
wprowadzi¢ dodatkowa poprawke na ewentualne obserwowalne lub nieobserwowal-
ne mozliwe wahania ,idealnego” wskazania nieograniczonego rozdzielczoscia, albo
obserwowac¢ stabilnos¢ wskazan przez nieco dluzszy okres niz krétka pojedyncza
seria pomiarow.

Przyktadowo, powyzsza sytuacja moze mie¢ miejsce podczas wykonywania po-
miaru za pomoca chronokomparatora. Biorac pod uwage typowa rozdzielczos¢ chro-
nokomparatora réwna 0,01 s/d oraz niestabilno$¢ generatora wewnetrznej podstawy
czasu podobnego rzedu co rozdzielczo$¢, w konsekwencji przy wzorcowaniu chrono-
komparatoréw, wyznaczana jest stabilnos¢ wskazan chronokomparatora przez okres
kilku godzin i nawet przy braku jakichkolwiek zmian wskazania chronokomparatora,
przy pomiarze tej samej wartoéci punktu kontrolnego, podawana jest na $wiadectwie
wzorcowania informacja o zaobserwowanym zakresie zmian wskazania.

Przy wzorcowaniu przyrzadu pomiarowego stanowigcego zrodio wielkosci mie-
rzonej, gdzie wyznaczana jest warto$¢ poprawna wielkosci mierzonej czy odpowied-

100 a)§ 100 b) 100 c)
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Rys. 11. Ilustracja stabilnych (a) i b)) oraz niestabilnych (c)) ,,idealnych” wskazan
nieograniczonych rozdzielczoscia przyrzadu pomiarowego w danej serii pomiardéw
(oznaczenia i symbolika elementéw zgodna z rys. 2)
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nio zdefiniowany bfad odtwarzania danej wartosci, rozdzielczo$¢ wskazania warto$ci
nominalnej uwzglednia sie w niepewno$ci wyniku pomiaru tylko wtedy, gdy nie jest
mozliwa powtarzalna nastawa warto$ci nominalnej odtwarzanej wielkosci, nastawa
jest zmienna, czy nastawa zalezy od wskazania pomocniczego ukladu pomiarowego
- zgodnie z uwagami zawartymi w poprzednim podrozdziale.

6. Rozdzielczos¢ i pomiar po wzorcowaniu

Pomiary wykonywane w trakcie wzorcowania i po wzorcowaniu sg pomiarami
niezaleznymi, poniewaz to samo wskazanie ograniczone rozdzielczosciag moze odpo-
wiadaé r6znym wskazaniom ,,idealnym” nieograniczonym rozdzielczoscia przyrza-
du pomiarowego (rys. 12). Konsekwentnie implikuje to kazdorazowo konieczno$é
uwzgledniania rozdzielczosci w niepewnosci wyniku pomiaru wykonywanego po
wzorcowaniu (przyrzadem, ktéry mierzy), cho¢ juz zwykle wczesniej rozdzielczos¢
zostala co najmniej raz uwzgledniona, przy wyznaczaniu btedu wskazania podczas
wzorcowania i jest zawarta w niepewnos$ci odpowiedniej poprawki, okreslonej na
podstawie $wiadectwa wzorcowania.

100 a) . 100,2 b)
1 100 1 100
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Rys. 12. Przyktadowe warto$ci (umownie) prawdziwe wielkoéci mierzonej i obserwowane
ograniczone rozdzielczosécig wskazanie przyrzadu pomiarowego:
a) pomiar podczas wzorcowania, b) i ¢) pomiar po wzorcowaniu
(oznaczenia i symbolika elementéw zgodna z rys. 2)

7. Wspotczesne rodzaje rozdzielczosci

We wspolczesnie konstruowanych przyrzadach pomiarowych, ze wzgledu na
sposob uzyskiwania odczytywanego wskazania warto$ci wielko$ci mierzonej przy
jednoczesnym zachowaniu definicji poprawki na rozdzielczo$¢ zgodnej ze wzorem
(2), rozdzielczo$¢ przyrzadu powinna by¢ rozumiana nieco szerzej. Mozna przyjac,
ze rdznica, pomiedzy ,idealnym” wskazaniem nieograniczonym rozdzielczoscia
a faktycznie obserwowanym wskazaniem, jest efektem szeroko rozumianej kwan-
tyzacji wyniku pomiaru, w tym réwniez celowo lub przypadkowo wprowadzonego
dodatkowo przez wewnetrzne uklady pomiarowe zaklécenia o statystycznie znanym
charakterze i zakresie. Stad ,,idealne” wskazanie nieograniczone rozdzielczo$cig moze
rozni¢ sie od odpowiadajacego mu obserwowanego wskazania o warto$¢ przekra-

19



Albin Czubla

czajacg wielokrotnie najmniejszg cyfre znaczaca wyswietlanego wyniku pomiaru,
chociaz mozliwe s3 rowniez inne wskazania tylko nieznacznie rézniace si¢ od ob-
serwowanego wskazania.

W powyzszym kontekscie pod pojeciem rozdzielczo$ci nalezy rozumie¢ naj-
mniejsza mozliwg statystycznie istotng réznice pomiedzy obserwowanym wskaza-
niem a kolejnym (statystycznie nowym) wskazaniem [10]. W takim lub podobnym
ujeciu statystycznym pojecie rozdzielczosci pojawia si¢ obecnie czgsto w publikacjach
i dokumentacji technicznej przyrzadéw pomiarowych jako wyznacznik precyzji po-
miaru [10, 14, 15].

W konsekwencji, we wzorze (2) nalezaloby uwzgledni¢ wlasciwie sume trzech
poprawek, mianowicie poprawke p, - zwigzang z odczytem wskazania i sgsiaduja-
cymi najblizszymi kolejnym mozliwymi wskazaniami w dotychczasowym rozumie-
niu oraz wynikajace statystycznie z procesu kwantyzacji wyniku pomiaru poprawki:
Pyemy — ZWigzang z wplywem o charakterze przypadkowym ip . - zwigzang
z wpltywem o charakterze systematycznym, tj.:

'xp(ideal) - xp = pA + pq(rms) + pq(syst) (7)

Poprawkom Pemsy L Pysye PYZYPISUjE i€ zmienne losowe o zerowej wartosci ocze-
kiwanej. Udzial czynnikéw przypadkowych w procesie kwantyzacji wyniku pomiaru,
zwigzany z poprawka p_ . okreslany jest w dokumentacji technicznej za pomoca
parametru nazywanego Single shot resolution, Rms resolution lub Quantization error,
ktéry odpowiada liczbowo odchyleniu standardowemu przypisywanemu normal-
nemu rozkltadowi prawdopodobienstwa zwigzanemu ze zmienng losowg, odpowia-
dajaca przypadkowym (szumowym) zmianom nieznanej réznicy pomiedzy ,ide-
alnym” (nieskwantyzowanym), a skwantyzowanym obserwowanym wskazaniem.
W konsekwencji wplyw tego typu sktadowej rozdzielczosci na wynik pomiaru pod-
lega udrednianiu i jej udzial w niepewnosci wyniku pomiaru maleje wraz ze zwiek-
szaniem liczebno$ci serii, tj. zgodnie ze wzorem:

u (pq(rms) ) = ?/%S (8)

gdzie:u(p ) - niepewnos¢ standardowa przypisana poprawce zwigzanej ze sktado-
wg przypadkowg kwantyzacji wyniku pomiaru, Q__ - parametr zwigzany z szumem
kwantyzacji wyniku pomiaru, n — liczba pomiaréw w serii.

Z kolei udzial czynnikéw systematycznych w procesie kwantyzacji wyniku po-
miaru, zwigzany z poprawka p_ . nie podlega uérednianiu ze wzgledu na swoj cha-
rakter, ale tez jest zmienny w czasie i zalezny od warto$ci wielko$ci mierzonej, stad
nie moze by¢ wyeliminowany poprzez pomiary réznicowe metoda podstawienia ani
tez poprzez uwzglednienie informacji uzyskanych podczas wzorcowania danego
przyrzadu. Udzial ww. czynnikéw systematycznych okreslany jest w dokumentacji
technicznej jako Differential non-linearity, Quantization error. Z tego typu poprawka
nie musi by¢ tez zwigzany réwnomierny rozklad prawdopodobienstwa, gdyz warto-
$ci blizsze zeru mogg by¢ bardziej prawdopodobne. W praktyce czesto ta sktadowa
niepewnoéci traktowana jest niezaleznie od pojecia rozdzielczosci.
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8. Podsumowanie

Przedstawione powyzej rozwazania nie rozwiewaja wszystkich watpliwosci doty-

czacych udzialu rozdzielczo$ci w niepewnos$ci wyniku pomiaru, natomiast zachecaja
do unikania rutynowego, na rzecz $wiadomego, podejscia do rozdzielczosci. Pozwoli
to na lepsze rozumienie procesu pomiaru, ewentualng korekte budzetéw niepewno-
$ci i uzyskiwanie bardziej wiarygodnych wynikéw pomiaréw. W praktyce moze to
mie¢ istotne znaczenie zaréwno w przypadku mato doktadnych prostych przyrzadéw
uzytkowych, jaki i pomiaréw na najwyzszym poziomie doktadnosci.
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ROZDZIAL 3

METODA OBLICZANIA PRZEDZIALU
| WSPOLCZYNNIKA ROZSZERZENIA
PRZY OPRACOWANIU WYNIKU POMIARU

Pawel Fotowicz
Gléwny Urzad Miar

1. Wstep
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kta du w ielko éci mierzo nej. P ro ble matyka ta w ynika gléw nie
jego wartos$ci w $éw iadectw ach w zorcow ania przyrzadd
opracow aniuw ynikaw zorcow ania sto suje siegna o got linio
czyni meto de szcze golnie prz ydatng dla laboratoriéow w zo rcuyj

2. Przedziatl i wspotczynnik rozszerzenia

Dla w ielko éci w jyjéckre $taegie przedziatl rozszerzenia zaw
da nym pra w do po do bie Astw em z biér mo zliw ych w arto §ci dla
Przedzial ten zdefiniow anyjest w postacidw 6chumo-w nie p
nic z nyc h (rys. 1):

I(y) = ilow’ yhigh] (1)

z kt 6rycyh oz na ¢ z a dolpg, g6rng gra nic ¢ prz e dz ia fu.
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g(m)

p=95%

1)

Viow y JYhigh

Rys. 1. Przedzial rozszerzenia dla symetrycznego rozkladu wartosci wielkosci mierzonej

Dla zbioru wartosci y mozna zbudowa¢ standaryzowang zmienng losowa w po-
staci:

y=y
(2)
u(y)

gdzie y jest estymata, a u(y) niepewnoscia standardowa. Mozna zdefiniowaé row-
niez granice w postaci:

77:

Yiw =Y _ 1 1=p
nlow u(y) ( 2 j ( )
yhigh_y S 1+p
L= :G
nhlgh u(y) ( 2 j (4)

gdzie G'(«) jest kwantylem rzedu « rozkladu opisanego dystrybuanta G(z), a p
prawdopodobienstwem rozszerzenia. Dla symetrycznego probabilistycznie rozkla-
du zachodzi réwnos¢:

G! (l-l-_p) =—G! (1__1’) =k (5)
2 2
gdzie k jest wspolczynnikiem rozszerzenia. Z uwagi na (3) i (4) mamy:
Yiw =¥ —k-u(y)=y-U (6)
yhighzy-"_k'u(y):y-'-U (7)

gdzie U = k - u(y) jest niepewnoscia rozszerzona.
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Dla funkcji gestosci rozkladu prawdopodobienstwa g(#) spelnione jest row-
nanie:

[g(mdn=p (8)

Na ogo6! przyjmuje sie, ze p = 95 %.

Jezeli wielko$¢ wyjsciowa y zwigzana jest zaleznoscig liniowa z wielkosciami
wejsciowymi x, to funkcja gestosci rozkladu zwigzanego z wielkoscig mierzong jest
splotem funkeji gesto$ci rozkltadéw zwigzanych z wielko$ciami wejsciowymi:

g(m)=g(g)* gy () 9)
gdzie ¢ s3 standaryzowanymi zmiennymi losowymi wielko$ci wejsciowych:

X, =X,

u(x;)
a X, jest estymatg wielkosci wejsciowej w postaci wartodci $redniej, a u(x,) niepew-
noscig standardowa wielkosci wejsciowe;j.

£ = (10)

3. Metoda analityczna

Metoda analityczna polega na przyblizeniu wyniku operacji splotu matematycz-
nego standardowych rozktadow wielkosci wejsciowych. Moga nimi by¢ rozktady:
Studenta, normalny, prostokatny, tréjkatny i trapezowy. W metodzie wykorzysta-
no jako bardzo efektywne przyblizenie wielokrotnego splotu rozkladéw: normal-
nego, prostokatnego, trojkatnego i trapezowego rozkladem P:*N. Rozklad ten jest
pojedynczym splotem rozkladu prostokatnego z normalnym [3]. F unkcje gestosci
rozkladu P#N (rys. 2) najdogodniej mozna przedstawi¢ jako zalezng od parametru
r, bedacego ilorazem odchylen standardowych o, i o, tworzacych go rozktadéw pro-
stokatnego i normalnego:

g ()= 1 mfrexp{—g—z} d& (11)
™ NTT 2
r =% (12)

Parametr r rozkladu P*N mozna przyblizy¢ ilorazem udzialu [4]:

r = ' (13)

gdzie u(y) = c, u(x) to najwigkszy udzial niepewnosci wielkosci wejsciowej o rozkta-
dzie prostokatnym.
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030
0,30

oA\

0-05
5

Rys. 2. Funkcje gestosci splotu P+N rozktadéw prostokgtnego i normalnego o réznych
parametrach r

Przyblizenie powyzsze mozna rozszerzy¢ o splot rozktadow tréjkatnych i trape-
zowych. W celu znalezienia najwigkszego udziatu wielkosci o rozkladzie prostokat-
nym, w kazdym z tych rozkltadow nalezy okresli¢ jego wieksza sktadowg prostokat-
na. Kazdy z tych rozkladéw bowiem to splot dwoch skltadowych prostokatnych.

Rozktad trojkatny jest splotem dwoch jednakowych rozktadéw prostokatnych.
Niepewnos¢ standardowa wielko$ci opisanej rozkladem tréjkatnym o podstawie 2a
dana jest zaleznoscia:

u(x,)=—= (14)

Niepewnos¢ standardowa skladowej prostokatnej tworzacej rozktad tréjkatny ma
postac:

u'(x,)= a (15)

23

co prowadzi do zalezno$ci:

R s

Rozktad trapezowy natomiast jest splotem dwodch niejednakowych rozkladéw
prostokatnych. Niepewno$¢ standardowa wielkosci opisanej rozktadem trapezowym
o podstawie dolnej 2a i goérnej 2b dana jest zaleznoscia:

u(x)=y ;b (17)
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Niepewnos¢ standardowa wiekszej sktadowej prostokatnej tworzacej rozklad trape-
Zowy ma postac:

, a+b
u(x;)= 18
(=35 (18)
co prowadzi do zalezno$ci:
W (5) = _u(x) (19)
2(a* +b%)

Splot rozkladéw Studenta mozna przyblizy¢ splotem réwnowaznych im roz-
ktadéw normalnych. Owa réwnowaznos¢ polega na przyjeciu takich rozktadéw
normalnych, dla ktérych przedzialy rozszerzenia sa takie same co do wartosci, jak
wyznaczone na podstawie rozktadéw Studenta dla danego poziomu ufnoéci. Aby
osiggnac ta rownowazno$¢, nalezy zastapi¢ rozklad Studenta rozkladem normal-
nym, a niepewno$¢ standardowa wielkosci wejsciowej powigkszy¢ o iloraz kwantyli
tych rozkladow:

u'(x,) =Mu(x,-) (20)

gdzie t(v) to kwantyl rozkladu Studenta z liczbg stopni swobody v, a k to wspot-
czynnik rozszerzenia (kwantyl) rozkladu normalnego (k= 1,96 dla p = 95 %). Blad
powyzszego przyblizenia dla splotu dwdch rozkladéw Studenta o okreslonych licz-
bach stopni swobody nie przekracza 2 % (rys. 3).

Niepewnos¢ rozszerzong mozna wyznaczy¢ z zalezno$ci:

U=kPN\/ﬁ£t,Ev)ui(y)T (21)

i=1 N

gdzie k, to wspdlczynnik rozszerzenia dla rozkltadu P#N. Wartosci powyzszego
wspoéltczynnika dla prawdopodobienistwa 95 % zostaly przedstawione w tabeli 1
[5, 6]. Dla rozkladéw normalnego, prostokatnego, tréjkatnego i trapezowego nalezy
przyjac, ze t(v) = k.

Wspotczynnik k, mozna réwniez wyznaczy¢ w przyblizony sposéb [7]:

ky=k,dla0<r<1
ky =k dlal<r<10 (22)
k, =k,dlar>10

gdzie:

k= | (141, =21, (1= p)) (23)

ro+1
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gdzie k to wspélczynnik rozszerzenia dla rozkladu trapezowego, a k, to wspotczyn-
nik rozszerzenia dla rozkladu prostokatnego. Wykorzystano tu przyblizenie rozkladu
P*N trzema standardowymi rozkladami: normalnym, trapezowym i prostokatnym
w zalezno$ci od wartosci ilorazu udziatu, co réwniez daje dobre wyniki przyblizenia
wielokrotnego splotu wymienionych rozktadow.

2

(%)

1,5

0,5

-0,5

-2,5

Rys. 3. Blad przyblizenia przedziatu rozszerzenia dla splotu dwdch rozkladéw Studenta

o roznych stopniach swobody: v, iv,

Tab. 1. Warto$ci wspotczynnika rozszerzenia k, dla prawdopodobienistwa 95 %

przy granicznych wartosciach ilorazu udziatu niepewnosci

k u k u k T
PN do wartosci PN do wartosci PN do warto$ci
1,96 0,5090 1,85 1,6410 1,74 3,1930
1,95 0,6985 1,84 1,7380 1,73 3,4410
1,94 0,8240 1,83 1,8390 1,72 3,7300
1,93 0,9280 1,82 1,9460 1,71 4,0740
1,92 1,0220 1,81 2,0600 1,70 4,4925
1,91 1,1110 1,80 2,1820 1,69 5,0235
1,90 1,1980 1,79 2,3135 1,68 5,7350
1,89 1,2840 1,78 2,4560 1,67 6,7760
1,88 1,3700 1,77 2,6120 1,66 8,5975
1,87 1,4580 1,76 2,7845 1,65 oo
1,86 1,5480 1,75 2,9765
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Obliczajac, na podstawie réwnania propagacji niepewnosci, zlozona niepewnos¢
standardowg u_(y) mozna réwniez wyznaczy¢ wspdtczynnik rozszerzenia z:
U
u, ()

ktory jest przyblizeniem kwantyla rozkladu zwiazanego z wielkoscig mierzona.

k= (25)

4. Ocena doktadnosci metody

Ocenge doktadno$ci metody mozna przeprowadzi¢ poréwnujac wartosci niepew-
nosci rozszerzonej otrzymanych powyzsza metoda z warto$ciami uzyskanymi przy
zastosowaniu obliczent numerycznych. Blagd metody zdefiniowano jako:

U-U
splot
= 26
U (26)

splot

d

gdzie U to niepewnos¢ rozszerzona obliczona ze wzoru (21),a U_ |, to niepewnos¢ roz-
szerzona obliczona metoda wielokrotnego splotu rozktadéw wielkosci wejsciowych.

Blad metody analizowano dla prawdopodobienstwa 95 % w odniesieniu do
wielokrotnego splotu rozkltadéw prostokatnych oraz splotu mieszanego rozktadow
prostokatnych i normalnych. Obliczenia wykonano zaréwno przy zastosowaniu do
wyznaczania wspdtczynnika k, tabeli 1, jak i formuly przyblizonej (22).

Blad w pierwszej sytuacji obliczeniowej przedstawiajg rysunki 4 i 5. Najwiek-
sza warto$¢ osigga w odniesieniu do splotu dwoch rozktadéw prostokatnych, dla
ktérych dochodzi do 1,5 %. W pozostalych przypadkach splotu wielu rozktadow
prostokatnych nie przekracza wartosci 1 %, a w przypadku splotu mieszanego roz-
ktadow prostokatnych i normalnych biad jest mniejszy od 0,5 %.

Blad w drugiej sytuacji obliczeniowej przedstawiaja rysunki 6 i 7. Jego najwiek-
sza warto$¢ nie przekracza 2,5 %, a w przypadku wielokrotnego splotu rozkladow
prostokatnych blad jest mniejszy od wartosci 1,5 %.

Poréwnywalne wartoéci btedéw metody, przy obliczeniach wykonywanych dwo-
ma opisanymi sposobami, wynikaja z faktu niewielkich réznic pomiedzy warto$cia-
mi odpowiadajgcych sobie wspotczynnikow k, i k. Ich przebieg ilustruje rys. 8.
Blad wzgledny poréwnania powyzszych wspolczynnikéw mozna zdefiniowaé przy
uzyciu formuly:

6T — kT _kPN (27)
kPN

Blad ten w funkgji ilorazu r dla prawdopodobienstwa p = 95 % przedstawiono
na rys. 9. Warto$¢ btedu nie przekracza 1,5 % dla zakresu zmian ilorazu r od 1 do 10,
w ktorym ma zastosowanie réwnos¢ k, = k. (22). Natomiast maksymalna wartos¢
bledu przyblizenia wspétczynnika rozszerzenia dla rozkladu PN trzema standar-
dowymi rozkladami: normalnym, trapezowym i prostokatnym, dla pelnego zakresu
zmiennodci ilorazu r, miesci si¢ w przedziale £2 %, co ilustruje rys. 10.
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1,5
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N Ny’ f
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; —o— splot 2P
- splot 3P
—— splot 5P
1,5 ¢
—o— splot 10P
-2

Rys. 4. Blad metody w odniesieniu do splotu dwdch (2P), trzech (3P), pieciu (5P)
i dziesieciu (10P) rozktadéw prostokatnych przy wykorzystaniu tabeli 1

0,5
%)| &
(0’4) T\ —&— splot PN

/f\\ - splot 2PN
0.3 —o— splot 5PN
0,2
0,1

ru
NN /N

-0,1
0,2 1 \E\/ V
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Rys. 5. Blad metody w odniesieniu do splotu pojedynczego (PN), podwdjnego (2PN)
i pieciokrotnego (5PN) rozkltadow prostokatnego i normalnego przy wykorzystaniu tabeli 1
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40

-0,5 / —o— splot 3P
/ / - splot 5P

-1 ([ —o— splot 10P

-1,5

Rys. 6. Blad metody w odniesieniu do splotu trzech (3P), pieciu (5P) i dziesieciu (10P)
rozktadéw prostokatnych przy zastosowaniu przyblizenia (22)

25
(%) & g
2 4
—o— splot PN
15 -0 splot 2PN
—— splot 5PN
14
0,5 4
ru
0 T
2 4 6 8 10 12
_0’5 4
-1

Rys. 7. Blad metody w odniesieniu do splotu pojedynczego (PN), podwdjnego (2PN)
i pieciokrotnego (5PN) rozkladéw prostokatnego i normalnego przy zastosowaniu
przyblizenia (22)
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1,95

1,85 1

1,75 1

1,65 1

0 2 4 6 8 10 12

Rys. 8. Wspodlczynnik rozszerzenia dla splotu rozkladu prostokatnego z normalnym
i dla rozkladu trapezowego dla p = 95 %

0,5

-0,5 4

-1

Rys. 9. Blad przyblizenia wspdlczynnika rozszerzenia dla splotu rozktadéw prostokatnego
i normalnego wspofczynnikiem rozszerzenia dla rozktadu trapezowego, dla p = 95 %
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25
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0,5 1

Rys. 10. Funkcja btedu metody aproksymacji wspolczynnika rozszerzenia

Na podstawie przedstawionej analizy mozna oczekiwaé, ze blad w przypadku
przyblizenia niepewnosci rozszerzonej wielkosci wyjsciowej, bedacej zlozeniem
wielu wielkosci wejsciowych opisanych rozkladami Studenta, normalnymi czy pro-
stokatnymi, nie powinien by¢ wigkszy niz przedstawiony powyzej, poniewaz splot
rosnacej liczby rozkltadow sktadowych dazy do rozktadu normalnego.

Nalezy doda¢, ze metode mozna stosowaé przy spelnieniu nastepujacych wa-
runkow: wielko$¢ wyjsciowa jest funkcja liniowg wielkosci wejsciowych, wielkosci
wejsciowe sg zmiennymi losowymi niezaleznymi oraz wielko$ciom wejsciowym
mozna przypisa¢ nastepujace rozklady: Studenta, normalny, prostokatny, trojkat-
ny lub trapezowy. Konieczno$¢ spetnienia tych warunkéw wynika z zastosowania
operacji splotu matematycznego przy obliczaniu rozkladu wynikowego, ktérg moz-
na wykona¢, gdy mamy do czynienia z liniowg zalezno$cia pomiedzy wielko$ciami
wejsciowymi, bedacymi jednoczesnie zmiennymi losowymi niezaleznymi. Jednakze
warunki te w niczym nie ograniczaja praktycznej stosowalnosci metody, gdyz przy
opracowaniu wynikéw pomiaru, szczegélnie bezposredniego, z zatozenia stosuje sie
modele liniowe pomiaru, zawierajace szereg sktadowych powigzanych ze soba addy-
tywnie. Przypisywanie tym skladowym podstawowych rozkladéw prawdopodobien-
stwa tez nie czyni istotnego problemu. Z reguly bowiem przypisuje si¢ im wtasnie
te rozklady; Studenta przy analizie skladowej przypadkowej, a pozostale przy ocenie
skltadowych systematycznych. Metoda zatem nadaje si¢ w pelni do analizy wyniku
pomiaru bezposredniego.
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5. Podsumowanie

Analityczna metoda obliczania przedziatlu i wspdlczynnika rozszerzenia po-
wstata w celu opracowania wyniku pomiaru wyrazanego w postaci przedziatu roz-
szerzenia, zgodnie z przyjetymi definicjami zawartymi w najnowszych miedzynaro-
dowych, metrologicznych dokumentach dotyczacych analizy danych pomiarowych
[1]. Metoda jest alternatywna dla zalecanej tam numerycznej metody odniesienia
(Monte Carlo), gdy mamy do czynienia z liniowym lub linearyzowanym modelem
pomiaru. Przy czym nie wymaga zastosowania zaawansowanych, specjalistycznych
programéw komputerowych i moze by¢ w prosty sposéb implementowana do po-
wszechnie dostepnych narzedzi obliczeniowych, np. w postaci arkusza kalkulacyjne-
go. Jej dokladnos¢ obliczeniowa jest poréwnywalna z metoda odniesienia. Pozwala
na wyznaczanie niepewnosci rozszerzonej dla prawdopodobienstwa 95 % z zacho-
waniem wiarygodnosci drugiej cyfry znaczacej przy jej wyrazaniu.

Pierwotnie metoda powstala jako technika obliczeniowa stuzaca do realizacji
postulatu, dotyczacego wyznaczania wspolczynnika rozszerzenia w procedurach
szacowania niepewno$ci pomiaru przy wzorcowaniu, wyrazonego w dokumencie
[2]. Postulat ten mowi o koniecznosci wyznaczania wspolczynnika rozszerzenia
dla poziomu ufnosci 95 % na podstawie rzeczywistego rozktadu prawdopodobien-
stwa estymaty wielkosci wyjs$ciowej. Przy czym przez rzeczywisty mozna rozumie¢
rozktad powstaly w wyniku zlozenia rozkladéw przypisanych poszczegélnym wiel-
kosciom wejsciowym. Matematyczne modele pomiaru stosowane przy wzorcowa-
niu to réwnania liniowe lub linearyzowane, gdzie wielkosci wejsciowe traktowane
s3 na ogodl jako zmienne losowe niezalezne. Stwarza to warunki do zastosowania
operacji splotu matematycznego do wyznaczania rzeczywistego rozkladu dla wiel-
kosci wyjsciowej i obliczania wspoélczynnika rozszerzenia, jako kwantyla tego roz-
kiadu dla okreslonego prawdopodobienstwa rozszerzenia. Rozwigzanie to szcze-
gélnie przydatne jest przy podawaniu powyzszego wspdlczynnika w $§wiadectwach
wzorcowania. Poniewaz zagadnienie to dotyczylo gléwnie pomiaréw zwigzanych
zapewnieniem spojnoéci pomiarowej, to metoda zostala pierwotnie opublikowana
w biuletynie miedzynarodowej organizacji metrologii prawnej (OIML) [8]. Nastep-
nie przedstawiono ja w czasopismie naukowym miedzynarodowej organizacji me-
trologii naukowej (IMEKO) [9]. W tym czasie toczyla si¢ miedzynarodowa dysku-
sja dotyczaca wyrazania niepewnosci pomiaru w postaci przedzialu rozszerzenia,
wyznaczanego metoda propagacji rozkladéw wielkosci wejsciowych na podstawie
modelu matematycznego dla wielkosci wyjsciowej. Dyskusja toczyla sie gtownie
w kregach metrologicznych zwigzanych z organizacjami skupionymi wokoét Miedzy-
narodowego Biura Miar (BIPM).

Wraz z przyjeciem nowych rozwigzan w tej dziedzinie zostala zaproponowana
analityczna metoda obliczenia przedzialu rozszerzenia i opublikowana w czaso-
pi$mie firmowanym przez BIPM [10]. Poniewaz opiera si¢ na skladaniu standar-
dowych rozkladéw prawdopodobienstwa, szczegolnie nadaje si¢ dla opracowania
wyniku pomiaru bezposredniego, dla ktérego stosuje sie model matematyczny
w postaci liniowego réwnania pomiaru. Metoda doczekala sie tez praktycznej reali-
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zacji. Zastosowano ja do analizy wyniku pomiaru uzyskanego przy uzyciu laserowe-
go przyrzadu skanujacego, stosowanego do bezstykowego pomiaru malych srednic
zewnetrznych [11, 12].
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ROZDZIAL 4

WSPOLCZESNE PODEJSCIE W DZIEDZINIE
W YRAZAKMA KEKP KW XXXXXP XMMARU

Pawel Fotowicz
Gléwny Urzad Miar

1. Wstep

We Kspdlt z e sne j me tro lo gii zmienia sie po dejscie M dzie dzini
niku po mia ru. Tra dyc yjna o cena,X postaci statystycznejanalizy?
z a stepo Ma na je st pro ba bilistyc z na o ¢ e ng zrode Knie pe ¥no sci z Xiag:
Kie lko éc i mie rz o nej.

Ko nc e pc je pro ba bilistyc z ne go o pra c o Ka nia Nyniku po mia ru pro
ro do My do kume nt [1], Kyda ny ¥ latach dzieMigédzie siatyc h ubie gt g
sie de m na j¥a znie jsz yc h o rganiza cji me tro lo gicz nyc h. Ko nc e pc ja
tra kto Manie, przy o pra c o Xa niu Kyniku po mia ru, info rma cji po ¢ ho
zrode ¥ sz c z e golnie tyc h kt 6re XyKo dz g sie spo za sa me go po mia ru,
po dsta Kie Kia rygo dnych analiz zXigzanych z o pise m pro c e su po
macje te zapisyMane sag ¥ postaci zmiennych lo soKych, a dalsz ¢
o dbyXa sie¢ z go dnie z re gubh mi ra c hunku pro ba bilistyczne go . P o d
po tKierdzenie X innych o praco Maniach [2+9] Mio dac yc h instyt
me tro lo gii. Wliteraturze miedz yna ro do Me jszcze gélne mie jsce z
na uko Myc h po $¥iec o nych z a ga dnie nio m nie pe ¥no §ci po mia ru [10

Obe cnie o prac o MyXa ny je st pa kiet do kume nt 6¥ Kyz na c z a jac y
M dziedzinie o praco Mania danych po miaro®ych P akiet tenf
Mi edz yna ro do Ke Biuro Miar.

2. Dokumenty przygotowywane pod egida
Miedzynarodowego Biura Miar

W 1997 ro ku po d e gida Miedz yna ro do e go Biura Mia r (BIP M) z «
B ny Wspdlny Ko mitet ds. P rz e Ko dni ké¥ X Me t rdodher @oinrficieeM -
for Guides in Metrology), kt ére go z a da nie m je st o pra c o Ka nie ne Kych z:
nia nie pe Xno $ci po miarui zXigzanejz nimi termino lo gii. P rac
K d¥déc h grupa c h ro bo czych. P iersza z nich zajmuje sie be z po :
niami zXNigz anymi z nie pe Xno §cig po mia ru, a druga z pro-ble ma tyl
ng. OXo cem dziabh nia pie sz ej grupy jest zestal trze c h do kume
a oMo cem pracy drugiej grupy miedz yna ro do Ky sbb Knik te rmino lo gi
kiem ro z po znaczym prac pie rMsz e go z e spo MiyelsUnekto- ni m GUM
inty Measurement), a drugie go a kro ni Mo ¥IMbly lary Intern afional |
Na le zy do da ¢, ze do kume nt [28] je st e le kt ro nic z ng Me rsja P rz e Ko «
nie pe Kno §c i po mia ru, Nydruko Ka ne go pie ro tnie X 1993 ro ku. Ob
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pra c e na d ko le jnymi do kume nta mi po Nyzsz e go pa kie tu, kt 6re be
upublic z niane X po staci Ke rsji ele ktro nic z nyc h, do st ¢pnyc h na st
BIP M.
P ebhy pakiet do kume nt X tKo rzy zbidr dzieKieciu o praco Na1
1) Guide to the e xpressiono funcertaintyin mea sure me nt. GUM
co rre c tio ns. JCGM 100:2008;
2) Supple ment 1 to the Guide - pro pagation o fdistributio n usin
me t ho d. JCGM 101:2008;
3) Supple me nt 2to the Guide - extensionto anynumber o fo utput
102;
4) Supple me nt 3 to the Guide - mo de lling. JCGM 103;
5) Anintro ductionto the Guide andrelated do c ume nts. JCGM 1l
6) Co ncepts, principle s and metho ds fo r the a sse ssme nt o f me a
tainty JCGM 105;
7) The ro le o fme a sure me nt unc e rta intyinc o nfo rmitya sse ssme nt.
8) Applicationsofthe least-squares metho d;
9) Bayesian metho ds.
P o nize j skroto Ko prz e dstaXio no zaMarto §¢ tych mate ria MKX.
»Supple me nt 1 to the Guide - P ro pagation o fdistributio ns usi
me t ho d” (JCGM 101:2008) - do kume nt z a Kie ra kluc z o e Kytyc z ne
po dejscia M dziedzinie Myra zania nie pe Kno §ci po mia ru, Nra z
mino lo gig i zbio re m po je¢. P o dsta Ko Ka je go ide g jest zasada f
realizoXana poprzez mo del mate matyczny po miaru przy uzyc i
Carlo . Mia rg Kyniku po mia ru je st ro z kb d pra Kdo po do bie nst¥a z KX
$cig MyjsSc io Ma, Kyznaczanyna po dstalMie ro z kM doX Kie lko sc i Ke
po miaru prz e staMiany jest ¥ postaci parametroN te go o z kkh ¢
Ma ne j, o dc hyle nia sta nda rdo e go i kKa ntyli ro z ki du dla- o kre sl
do bie nstKa , ja ko granic przedzialiro zszerzenia. Do kume nt p1
pro ¢ e dur¢ Mo nte Ca rlo , umo zliKia jac 3 o blic z a nie Nsz ystkic h po
troX. Wie lko §¢ mie rz o na sc ha ra kte ryz o Ka na je st prz e z funkc je g
do bie nstKa . Je jMarto $¢ o cze kiKana tra kto Ma na je st ja k na jle ps
mierz o nej, a o dc hyle nie sta ndardo Be ja ko nie pe Kno §¢ sta nda r
estymatag MateriaMroNniezo malia algo rytm po stegpo Ma nia z ulz
probko Ma n, umo zliKia jac e j o siagniecie z a M zo nej do kb dno §ci o
dziaMiro zszerzenia dla XNielko sci mierz o nej. P rz yjmuje d¥ie |
ro z sz erzenia, syme tryc zne go pro ba bilistycznie i na jkrot-sz e go ,
do po do bie nstX¥a . Te n drugi mo ze by¢ a syme tryc z ny Kz glede m Ma rto
ro z kb du zKigz anego z Kielko §cig mierz o ng. Opra c o Ka nie po Ky
prz ykb dy o blic z e nio Me i pro c e dure Ka lida ¢ yjng Hyzna czania ni«
me to da mi analitycznymi przy uzyciu symula c ji Mo nte Carlo .
»Supple me nt 2 to the Guide - Extension to any number o f o ut
(JCGM 102) - do kume nt ro z sz e rza pro ble matyke o bliczania nie pe
na mo de le, ¥ kt 6rym Hyst epuje Miec e j niz je dna Nie lko $¢ Myjsc io Ka .
jako NMielko §¢ Me kto ro Ka, K po staci macierzo Kej Opisuje symula c
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mo deli Mielo Mymiaro Nych, ¥ celuXNyznaczenia dla nich o dpo Ki
mia ro Ke go ro z kM du pra Xdo po do bie nstKa . Na je go po dstaMie mo
po Kiednik przedzialMiro zszerzenia, ja kdla Nielko $ci je dno Hymi:
obszarurozszerzenia.Obszarten o golnym prz ypa dku po Kinie n by
dla o kre $lo ne go pra Kdo po do bie nstKa . W prz ypa dku Kie lo Kymia ro K¢
sa,jako rozkhh duMielko sci Myjscio Ke j, prz ybie ra po sta ¢ hipe r-e li
prz ypa dka ¢ h mo ze prz yjmo Ka ¢ po sta ¢ hipe r-pro sto kata . Ma te ria X
kilko ma prz ykdh da mi o blic z e nio Hymi.

»Supple me nt 3 to the Guide - Mo de lling” (JCGM 103) - do kume nt
trzech gMnyc h z a ga dnie n: tMo rz e nia mo de lu po mia ru, kla syfika
ichobliczen Piersze z zagadnien omalia jak, przy z najo mo
i pra kt yki po mia ro e j, po Migz a ¢ Kie lko §ci Ke jsScio Me z Hie lko $c
UKz glednia sie tu o ddzia ¥Xa nie Kielko $c i MpK¥Xa jac yc h na Kynik p
by¢ nimi z a ré¥no o ddz ia {Xa nia prz ypa dko Be ja ki syste ma tyc z ne .
deli dotyczymatematycznego o pisupo miarubez po ére dniego i p
jedno i Kielo Mymia ro e j, ¥ tym Ke kto ro Kyc h. Oblic ze nia nato 1
z Myznaczaniemestymat po Myzsz ych Kielko éci i po Kigz anych z
z uXz glednie nie m ic h ko rela cji.

»The ro le o fme a sure me nt unc e rtaintyinc o nfo rmitya sse ssme nt”
- do kume nt do tyczy o ceny z go dno $ci Kielko §ci mierzonejz o
nia mi. Wyma gania Nyznaczajggranice zgo dno sci M postaci prz
mo zliKyc h Marto éci Mielko éci mierzo nej. P rzedzialten po Minie
oczekiKangi o dchylanie standardoMe rozkMh duzXNigzanego z @
PonielMazNiedza o Nielko $ci mie rz o nej nigdy nie je st ko mple
o kre §lo ne ryzyko o cenyzgo dno $ci. MaterialMprze dstalia pro bl
pra Kdo po do bie nstKa z go dno §ci X ko nte kécie bldoN Kyz na czania
i strefyakceptaciji.RozMaza prz ypa de k prz e dz ia M1 d¥ust ro nne go z
i doIlng granicgoraz przypadekprzedzialh jedno stro nnego z o kr
granicagi zeroXadolng Xarto §cig gra nicz na.

»Applic atio ns o fthe le a st-squa re s me tho d” - do kume nt do tyczy
ko rz ysta nia me to dy na jmnie jsz yc h kKa dra t X prz y Kz o rc oXa niui ¢
to da umo zliKia Kyz na czenie funkcji o kre §la jac e j re la ¢ j¢ po miedz y
Kielko sci mierzo nej,a Karto $§cig o dpo Niedzi Kz o ro Ha-ne go 1lub
dz enia po miaro Me go .JejMynikie m je st o kre §le nie pa ra me tré¥ a dj
Ka nie krz yMe j ka libra cji. W pro c e sie kalibra cji typo Bymi Kie lko $c i
Ma rto $ci c e rtyfiko Ba nyc h¥z o rc 6¥ o dnie sie nia .Do pa so Ka nie po X
fa kt nie pe ¥no éci po miaro Nych zXigzanychz tymi Karto $cia mi.
linio Me jlub nielinio Me j krz ye j ka libra ¢ ji, prz y Kyz na c z a niu kt 6re
Miedze¢na temat zjaNisk fizycznyc hz Kigz a nyc hz Kyko ny¥a nympo n

P o Nyzsz e do kume nty Kyz na c z a ja po dsta Ko Ky ka no n o pra c o K:
mia ro Myc h, ¥ mys]l ksz t a M ujac e j si¢ Mspolt z e snie ko nc e pcji me tro lo
no sz 3 Mspdlny t yt uX ,Eva lua tio n o f me a sure me nt data” Celemich j
pra c o Ma nie Kspodlne j me to dyki o pra c o a nia Nyniku po mia ru, je dn
obszaruzastosoMan metrolo gicznych.
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3. Zagadnienia terminologiczne zwigzane z wyrazaniem
niepewnosci pomiaru

Obo k me to do lo gii zKigzanejz Myrazaniemi obliczaniemni
ksz ta M uje sie termino lo gia z nigzKigzana.SNiadczyo-tym fak
niku me tro lo gic z nym, juz trzeciejedycji VIM (Inte rnatio-nal vo ¢
ogy-Basic andgeneralconceptsandassociatedterms),znala
z de finio Ma nyc hte rmindo¥ do tyc z gc yc hnie pe Kno éc i po mia ru,a Kérdéc
nie pe Xno §¢ de finic yjna ,nie pe Kno §¢do c e lo Ka ,nie pe Mno $&prz yrz a
no §¢ ro zszerzo na, niepellno §¢ standardo®a czyprzedziallrozs:

We Nstepie do tego dzielh auto rzy po dkre éla ja d¥a po de jsc i
z tra dyc yjnag ko nce pcja o partgna statystycznejanalizie bMdu p
pro a c h, Tra ditio nal Appro a ¢ h lub True Va lue Appro a c h), drugie z|
nie pe Xno éci o parta na pro ba bilistycz nejmeto dzie pro pa gaciji r
Appro a ¢ h

Oba po de jsScia prz yymuja z abb ze nie o Nyzna czaniu niepe Bno sc
staMie ro zkMh duzXMigzanego z Kynikiem po miaru, lecz X pie ris
o charakterze statystycznym,a K drugimo charakterze probat
po miedz y tymi ro z kMh da mi po le ga na tym, iz ¥ prz ypa dku ro z ki di
para me try je go s3 z mie nnymi lo so Nymi, a K prz ypa dku ro z-k¥ du pr
go parametryjego s3liczbami stalmi.W pie rsz ym Mypa dku ma m
z zagadnieniem zmienno §ci tych para metrdX, ¥ drugim prz ypa dl
je st Mye limino Ka na, po nieXa z Xyznaczo ne parametry po z baXic
nie pe Kno $c i. Aby o droznia ¢ o ba po de jScia z a pro po no Ma no =z réu
lo giczne dotyczace Nyrazania nie pe¥no éci ¥ o bu sytua cjach.
to takich po pgézpadkzia t u fromsfid e n ce)iiprtze dvaid t ro zszer zen
(coverage Yo tapgeaodm u fwonsfid en Y iprle vedlo po d o bie istwo r
szerze# dave ra g e prip ba tilipryze d zia t u jpo viécir u fMiogscai ne
sgz rozkh demstatystycznym (o trz yma nym na po dstaMie serii ob
przed zia t ro zs dprrawevd bapo d o bie rist wo 7 oraszddf zdenmi pro ba bili st yc
nym (o trz ymyXa nym me to dg pro pa ga cji ro z kb doX Kie lko $c i Ke jsc
mo del matematyczny po miaruielko $§ci Myjscio Ke j). O ide po jec
kb de m sta tystyc z nym (z mie nnejlo so Hejzaligzanejz o granic:
o bse rfa cji) s3a do brz e z nane X krajoXejliteraturze na uko Kej, o
z ro z kb de m pro ba bilist yc z nym (z mie nne j lo so Xe j c iagh j lub dysk
z po pula c ja) s3 no Kymi po jec ia mi. Jez yko Mo na Kivgpdlazgon neidkmin
rozszerzmwiara ge),far addbrze nie m tra nsla ¢ yjnym, ze X tym ko nte
Moco verang ena tMima c z yéojaskw r zeNa le zy do da ¢, ze pozrdiza 1
rozszerzdprdavd o po d o bie ris t wo ,1jo ksizdi eeles imnyc h, Kpro Ma dz a
kra jo Me j pra kt yki te rmino lo gic z ne j no rma po Iska P KN-ISG/IEC Gui
dana X kXie tniu 2010 ro ku

W pie rNsz ym po de jSc iu (Erro r Appro a ¢ h lub True Va lue Appro a «
sieistnienie hipotetycznej, pojedynczej lecz niepo znala lne:
zNWigzanejz Kielko écigmierzo ng. Celemanalizyjest Nyznacze:
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zalierajagcego z o kre $lo nym pra Kdo po do bie nstXe m tg hipo te tyc
dz ia Kbuduje si¢ Mo koXMa rto $§ci $re dniej o trz yma ne j na po dsta Hie
Za kbh da si¢ przy tym, ze Msz ystkie o bse rNa c je KyKo dz g si¢ z po pule
no rma lnym.

Drugie po dejScie (Uncertainty Appro a c h) nie prz yjmuje z a I ze
hipo te tyc z ne j, po je dync z e j Ka rto $§ci pra Kdz iMe j, ale tra ktuje k
mo zna prz ypisa ¢ Mielko §ci mierz o nejja ko jejKarto §¢ pra Kdz i¥a.
Myzsz ym ka zde j Kie lko $c i mo zna prz ypisa ¢ o kre §lo ny z bi 6r mo zli Ky
Zbior ta ki mo zna Myznaczy¢i przedstaMi¢ K postaci ro-zkkh dup
stMa . Oblic z e nia HMyko nuje sie¢ me to da pro pa ga cji ro z klh d6X prz yp
$cio m Ke jscio Mym po przez mo del mate matyczny Kielko sci Hyjsc
mo zna realizoXac¢ meto da Mo nte Carlo,a K przypa dku mo deli li
dla po mia réX¥ be z po $re dnic h lub po ére dnic h line a ryz o Ka nyc h) réXni
operaciji splotumatematycznego.MiargniepelXno $ci po mia ru je s
rozszerzenia ro z kM duKyjscio Ke go o bliczana dla o kre élo ne go
rozszerzenia,na o géréMne go 95 %.

4. Historyczne zrédta niepewnosci pomiaru

Mo zna po staMic¢ pytanie, gdzie nale za b by sz uka ¢ po c z gt k6 k
Mspot z e sne j mysli X dzie dzinie o praco Kania danych po miaro Hyc
sto rycznie mo zna Kigza ¢z trzema intele ktua Inymi o siggniecia m:
ne j. Wsz ystkie po jaKild si¢ praKie X tym sa mym czasie za spralat
intele ktualisto¥ z prz e B mu XVIII i XIX Nie ku

Adrie n Ma rie Le ge ndre (1752 - 1833), Carl F rie dric h Ga uss-(1777 - 18!
re Simo n La place (1749 - 1827), za spra Mg sXo ic h publika c ji, st¥o rz
Mspot z e sne j me to dyki o pra c o Ka nia da nyc h po mia ro Mych. P rz e d
po dsta Mo Me ro zKigz ania, kt dre Mspd z e $Snie z nane s3g po d naz K&
mni e jsz yc h kXa dra t 6K, pra Ko pro pa ga cji b¥du o raz centralne tlie
Przedstalione zo stal§, nijako na ma rginesie za sadniczych publil
1805, 1809 i 1810. P race nie tKorzgo ddzielnychdziellecz racze
sz erszych o praco Kan.

Le ge ndre X dziele pt. ,No uvelle s metho des po urla de te rmina f
descometes, ktore ukazalb sie X 1805 ro ku z a mie sz cza Kkilkustr
»our la me tho de de s mo indre s quarre s P rze dstaia X nim me to d
sumy kXa dra t 6K bldoX. Je ze i prz e dsta Himy ro¥nie Kie lko $ci mie rz o
linio Mejto mo ze my zapisac¢szeregrofnan bdu tejXielko $ci:

E =a+bx+cy+dz+... (1)

gdz ie,b,c, ... s3 z na nymi Nspolt z ynnikayyaj,.a nie z na nymi Kie lko §c ia m
e jScio Nymi. Zmie nne ré¥na nia mo zna Nyz na ¢ z y¢ po dno sz 3gc do .
i sumujac je tak abyXNyznaczaldy najmnieijszgz mo zlikyc h Na rto sc
meto da ta stosoXana jest X analizie re gre sji.
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Ko le jne ro zXigz a nie prz yno si praca Gaussa z 1809 ro ku pt. ,The
po rum Co ele stium in Se c tio nibus Co nicis So lum Ambie ntium’ Aut
po do bnie Kyglada jac y linio My uklMh d réXna n:

V.=ax+by+cz+... (2)
i fo rmublje bMd ja ko rdéznic ¢ po miedz y o bli cVz @ nzala bseo ritdilfa ng
A =V,-M, (3)

P ra Mdo po do bie fist Ko bMdu c ha ra kt e ryz njet dkaz y& gt pégime t ryc z na
i o sigga ma ksimum dl9. B rz yjmuje a ksjo ma t, ze na jba rdz iej pra Kdo
Marto $cig po je dync z e j, nie z na nej o bse ia c ji je st ére dnia a ryt me
uz yska ne go X tyc h sa myc h Xa runka ¢ h po mia ro Myc h po dc za s Mie Ic
rzania o bse Maciji.P o stuluje, do o pisu krz y¥e j (ro z kih du) b¥du, pr

h —n*A?

<P(A)=ﬁe (4)

gdzib jest stalh zMigzang z precyzjg po miaru Jako ciekaMo stke
K o ryginalnym z a pisie dzielMh z najduje sie Mz ér (be z naMiasol i z1

h —hhAA
OA \/;e (5)

P oMyzszyzapisto po sta¢ funkcji gesto §ci ro z kb du no-rma Ine ¢
no e j).

Zna jduje my ¥ po Myzsz ym dziele réo¥nie z z a pis r6¥na n bldu, po do
pisu roznic z ki z upe Fhe j, ¥ po sta ci sumy skdh do Myc h po prz e dz o nyc
czastko Mymi. Jest to piero tny za pis praMa pro pa ga cji bkdu.

W 1810 ro ku La pla ce X sXo im ,Supple me nt a u me mo ire” fo rmul
je ze li bld ka zde j o bse ra c ji jest taki sam, to praKdo po do bie nst
n o bse rfla c ji bedzie z aMa rty M igrajaist ar@Xme +

2 k k ,
ﬁ\/%‘[exp{—?r }dr (6)

gdz ik je st dMigo $cig prz e dzia M1, e Mnat rz kt ére go z a Ma rty je st bld
se fa c ji. P ra Kdo po do bie nst¥o bldu z a Ma rt & goh/K dpa=hf2a ch o ¢
auto r oz naxthy @ re(z de fini yje , ze :

tfofihe e=fsele @

Jako ciekaMo stke mo zna do da ¢ ze K o ryginale z na jduje my z a pis
cabko Mego M postaci (o dréc enie z a pisu funkcji po dcdobko Ke j
oznaczenia liczbye):

2 |k o
B B SR TS
7w e ®)
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W ten spo séb po jaNia sie teza jednego z po dstaXo Kych tKie
pra Mdo po do bie nstKa,a miano Nicie centralnego tKierdzenia gr

Nalezy tez dodaé¢ ze Laplace jeszcze N latachsiedemdzie
le cia fo rmuMije trzy Na runki do tycz ace krz yNe j (ro z kb du) bMdu:
tryc z na Kz glede m Ma rto $§ci pra Kdz iMe j, gdyz o bse ra c je je dna ko K
odniej X kierunku Ma rto $ci Mieksz yc h i mnie jsz yc h; musi- z daza ¢ «
la jac sie o d Marto $ci pra Mdz i¥e j, gdyz pra Ndo po do bie nstMo , ze Kc
cji mo ze by¢ niesko nczenie rézna o d Marto sci praMdz ie jjest r
(po le po Mie rz c hni po d krz y¥a bldu) musi lic z bo Ko by¢ réMny je de r
ne jest zdarzenie, ze kazda o bserMacja zalarta jest podtakr
spe bthia o czyNiscie krz y¥a ro z kb du no rma Ine go , a le pro po z yc
nia do o pisuro z kdh du bXdu po mia ru prz e dsta XiKdo pie ro- Ga uss (I
ko Ko ula za ¥ ze takie kryteria mo ze spe khic¢ Kiele funkc ji, m.in.
np. e(x) = (1/2) - lo g(x|), gdz i®Kyz na c za gra nic ¢ prz e dz i XHi bdka -
Kanie z 1777 ro ku).

Histo ryc znie, za gadnienie Marto §ci praKdziKejzNigzanejz
ru po jaKia sie¢ X pra ca ch pre kurso ro¥ Hspol z e sne j me tro lo gii. Juz
us¥ia da mia no so bie, ze za de n Kynik po mia ru nie bedzie z go dny
Ma rto $cig pra ¥dz iKg. P rz y ka zdym po je dync z ym po mia rz e po pe Fhia
Mynika jac y z lo so Ko §ci o dczytuMarto §ci o bserMaciji.P ozostaj
nieznana réznica po miedz yNarto $cigo bserlaciji i jejMarto $cig
z pie sz ych myslicieli, kt6ry z a sta na Mia Ksie na ke stg ro-z kb du ¢
e j roznic y, c z yli bldu po mia ru, by Tho ma s Si mpso n (1710-1761). W 1757
zastanalMiajagc sienadksztaMe m krz yXe j b¥du po mia ru KyXnio sko K
po miaruzalMiera si¢gX granicach o kre$lo nego o dcinka,to Nynik
sie po Mtarza ¢ pro po rc jo nalnie do ciagu lin z.bo2Xd, gorz yinyjac. ,
Karto $ci M o brebie tego przedzial Bydb to pier¥sze K histo rii
gesto $ci pra Mdo po do bie nstMa bldu po mia ru, X po sta ci dyskre tne j
B tKo do mysle ¢ mialh o na po sta ¢ trojkata ré¥no ra mie nne go , dla t
katny c z esto na z yXa ny je st ro z kb de m Si mpso na .

Je dna kze nie ro z kM d trdjkatny, le c z XM $nie ro z k& d no rma Iny je s
sta ¥o Myc h ro z kdh dOX ra ¢ hunku pra Bdo po do bie nstXa , sdizac yc h do «
blédu, a ze Kz gledu na po Kyzsze o ko liczno §ci no si rofnie z na z Me
ce’a-Gaussa. StalMsie po dstaa o c e ny Nyniku po mia rui je dnym z z:
styManyc h ¥ teorii nie peMno §ci. Teoria ta bo Miem za khh da, z
KyXo dzi sigz po pulacji o rozkM dzie no rmalnym. To o c zyiscie
Ih d zNigzany z Kielko $cig mie rz o n3 je st no rma Iny. Te n na le zy do
sto sujac me to de¢ pro pa ga cji ro z kih dol Kie lko $c i Me jSc io Myc h na
ma te matyczne go Kielko $ci Nyjsc io Ke j.

Trz y Mymie nio ne po Myze j histo ryc zne ro zNigzania tXo rz a3 po «
sne jmetro lo gii teoretycznejX dziedzinie o praco Bania Hynik
na Niele lat przedich praktycznym zasto soKaniemi,cho¢zos
uko Me go do Mo dzenia, iadczago trafno §ci Mnio sko Kania.P o
samym czasie,niezaleznie K umysth c hich tMérc 6K, gdyz o bie g inf
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Me jK po czatka c h XIX Kie ku byba rdz o o gra nic z o ny. Mo zna sadz i
Migz an, cho ¢ stMo rz yli niero ze r¥a Iny M fic uc h Mnio sko Ma n (c e nt
graniczne Nymaga przyjecia zalb zenia o rozkkh dzie no rma Ilny
ro zKigz a nie pro ble mu pro pa ga c ji bMdu, kt 6ra nie mo ze sie¢ o be jé
mnie jsz yc h kNa dra t 6X), to pra Kdo po do bnie nie znali sKo ich pra
po miedz y ro kie m 1805 i 1810 z budo Ma Kpo dsta Xy nie pe Bno $§ci po n
miejsce X do bie ro mantyz mu, ktéra to a ksjo lo gicznie X nauce
prz yc z yny, z ge nia Ing intuic ja.

5. Teoria prawdopodobienstwa warunkowego w metrologii

Obo k ko nc e pcji Uncertainty Appro a c h Xe Kspdlt z e snejlite rat
ne j dyskut o Ma na je st me to dyka ba ye sia no Mska o pra c o Kania da:
PodejScie to opiera signa tlierdze niu Tho ma sa Ba ye sa (1702-
do bie nstKie Ka runko Mym. W t ym mie jsc u mo zna z a ula zy¢é, ze po c z
zNigzanychz nie peXno $cig po miarunalezyXigzac¢z postacian
Simpso na i Bayesa.Obajzyli i tMorzyli ¥ tym sa mym miejscui c
pie sz e j po B Ky XVIII Nie ku.

Te o ria pra Mdo po do bie nst¥a Ka runko Me go po zKala na D :
o Mielko éci mierzo nejpochodzacejspoza pomiaruz danymi p
o Nielko §ci mierz o nej nigdy niej je st ko mple tna, ale mo zna ja
Bic z 3c z e so ba info rma c je rozne j na tury. Ko nc e pcja po Myzsz a
tezy, ze roz kM d pra Kdo po do bie nstMa Kielko §ci mie rz o-ne j, X f
likyc h dla niej Marto §ci, poMstal K o parciuo do stepng Hie dz
jest na po dstalMie info rmacji dostarczonych przez dane po mi
prz e dsta Mia ne s3 X po sta ci funkcji gesto §c i pra Kdo po do bie nstXa
je st na po dsta Mie do stepne jsitdot ema ¢ jkn)oowlfiad tke $§c i mie rz o ne
kt 6ra nigdy nie je st pe bha i ko mple tna. Do stepna Kie dza-o niej
ryz uje sto pie n Hiagy € e o),fzde Bieeflko §¢ mo zna Myra zié po przez 1
mo zliKyc h dla niejMarto §ci.P rz yjmuje sie, ze z bidér tyc h Ka rto $c
mie rz o n3, Kyra Za ng po prz e z je go pa ra me try pro ba bilistyc z ne K
o czekiManej, odchylenia standardoXego i przedzialMirozszerz
Ka na jest miarg e symaty Xielko §ci, a o dc hyle nie sta nda rdo Ke
st a nda rdo Ke j.

P rz yjmuje si¢, ze Kiedze¢ o Nielko §ci mierz o nej mo zna cze
z po miaru, na po dstaMie danych po miaro®ychoraz spoza por
info rmacji o pro cesie po miaro XMym. Na po dstalie analizy po Nyi
dX¥a z bio ry info rma c ji. Zbi 6r o kre $lo ny na po dstaMie Niedzy o
sta no Xi info rma c je¢ piprr#ort irg fo r)np a¥fiwlko sc i mie rz o nej. P rot
styczne parametrytego zbioruMyznaczane sana ogiprzedXy
W trakcie po miaru nato miast po z yskiKa ne s3 da ne, kt 6re sMiza d
gie go z bio ru, kt 6re go pa ra me try o kre §la ne s3 me to da sta-tystycz
z ujg z bidr pie rto tny tKo rz ac no XNy z podrs Bymi ko X yn( flo Zbuérat eim n
ta kze c hara kte ryz o Ma ny je st pa ra me tra mi pro ba bilistyc z nymi.
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Wyz naczenie zbiorulMyniko Ke go o piera si¢g na tXNie rdz e niu B:
ze pra ¥do po do bie nstMo te go zbio rujest ilo ¢ zyne m pra ®do po do
Mo tne go i z bo ru da nyc h. Za sa d¢e po Myzsz 3 mo zna z a pisa ¢ ¥ o golne

p(¥]48)=Cp(r|4) p(]5) ©)

gdzi¥ oznacza Nielko §¢Andezrnaocmg,a z bidér da nyc h pd miz me &ycah,
zbidr info rmacji o Mielko §ci mie rz o nej, Nynika jac 3 z Kie dzy o pro
aCijest stalh pro po rc jo nalno §ci. Cele m dzialh nia me tro lo gic z ne
z bio ¥u| ABZa pis po Hyzszy o znacza,ze informacja o Yeestko $ci 1
Ka runko Ma na da nymi po mia@rp Mymiz g Mc z e $nie jsz 3 8. Romia rz e
nanie po Myzsze mo zna z apisa ¢ po staci funkcji gesto éci pra Kdo
Mie lko §c i mie rz o ne j:

10)=K-g(n)-1(n;p.0) (10)

gdziKoznacza staly pro po &40 fumlagesgest o sc i pra Xdo po do bie nstl
da nyc h po mia roByqo funkc je Nia rygo dno $ci do tyczacagMiedzyo p
na po dstalMie Kczesniejszejanalizy pro ce su po miaro ®e go . F unl
para me try Mynika jace z po sia danejNiedzy Na jejpo dstalie prz:
o czekilaing dc hyle nie sta ndaZaldMela si¢ rdknie z dla te j funkc ji ro z
no rma Iny ¥ po sta ci:
2
(n—#)] (1)

(:40.0) = ——exp| -
V2n o 20’
Dla da nyc h po mia ro Nyc h o ba pa ra me try e st ymuje si¢e o dpo Kie dni

na podstalie serii obser acji. Estymatg K artosci oczekiX anej jest Karto$¢ $rednia,
a estymatg o dc hyle nia sta nda rdo Ke go sta tystyka ba ye sia no Kska

g(n

5P = {xs(7) (12)

gdz ie(y) to o dc hyle nie sta nda rdo e e kspe rymerrtta lhiec Zrbadnoebge r-
Ka cji. Nalezy pamieta ¢, ze z ale zno §¢ po Myzsza ma se ns>mda te mat
Za sto so Ma nie po Myzsz ejstatystyki, ¥ mie jsce o dc hyle nia sta nda
me nt a Ine go $re dnie j, spo o do Ka ne je st prz yjeciem z a M-ze nia o
kM du dla da nyc h po mia ro Kyc h. Ja k Nia do mo z po dsta ® sta tystyki
z go dnie z Nnio sko Ka niem Willia ma Go sse ta (1876 - 1937), ro z ki d
z ograniczomnejliczebnie serii o bser¥a c ji 7elba mp o kibkdh zenie nr
Stude nta (Scidle jest to ro zkkh dilorazuréinicytejdérednieji Ma
po pula cji danych, o rozkkh dzie no rma Inym, ¥ o dniesie niu do o
da rdo Ke go e kspe ryme nta Ine go $re dnie j). Na le zy do da ¢, ze mno zn
po Myze j je st ré¥ny o dc hyle niu sta nda rdo e mu te go ro zkMhdu o lic:
bo dyv=n- 1.

P rz yjecie zalb zenia o no rmalno $ci ro z klh du ma réMnie z do
a mianoMicie ten,ze parametryrozkkh du dla Hielko éci mierzo
z mie nnymi lo so Mymi ja k ¥ po de jsc iu sta tystyc z nym (gdy Hie lko §¢ mi
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sietylko na po dstaMie serii o bse ra c ji). F unkc je gesto $ci ro z kb
nymi po mia ro Nymi mo Zzna z a pisa ¢ po staci:

_ _(n=y)

Aby Myz na ¢ z y¢ pa ra me try ro z ki du Kyni ko Me go dla Xie lko §c
poMstal® go M oparciuo tKierdzenie Bayesa, prz yjmijmy dla Ky
0 znaczpapu =00 ray=y;u,=sy), .Uz yskujemy pro po rc jo nalno $c:

g(nlyl,ul)xexp[—(n_y') _(1=,) }xeXp{—%(%+%jnz+{L§+y—ijn} (14)

2u, 2u, u, U u, U

P o nielazXz ajemne prz emnazani e funkc ji Gaussa daje X Kyni ku rol ni ez funk
c je Gaussa, t o ist niejet akajej po st ac, ze:

g(nly.u)e< ew{—%} o< eXp{—%(u%an +(%) f’/} (15)

P ro Kadz i to do Knio sku,izparamet ry funkc ji ynileorMejf fluonpistio n
jac ejMielko $¢ mierz o ng, po Miaz anesaz alezno $c iami:
T

2 2
usoouy o u usoouy o uy

(16)

gdz igjest est ymat 3 Xielko $c i mi erzwnhepe¥no $c ia st andardo Xa. Mo znate
paramet ry z api sa¢X po stac i:

2 2 22
u u u'u
yZJﬁ( 2 j+y2[ ! Zj oraz u’= 21 22 (17)

u +u; u +u;

W po miarac h naz yNanyc h po réMnani ami t a samalielko §¢ mierz-o nalyz

c z ana jest prz ez Mieluuc z est ni ko¥ po roMnan. Kazdyz nic hmo zeo trz ym

Mart o §¢est ymat yXielko §c i iz Kigz anejz nigniepeXno $c i st andardo Kej.P ar

mo znat rakt o Ma¢jako Narunkujac eniez nanyro z kMd praXdo po do bienst Maz X
z Mielko $c igmierz o ng:

N 1 -, 2
g(n|yl,ul,...yN,uN)=H\/Eu exp[_(”zu);) J (18)

i=1

P o Kyzsz e rénani e ma jedyni e sens, gdy kazdej est ymac i eXielko $c i mo zna prz ypi
ro z kMd no rmalny. Znajdujac pro po rc jo nalno $¢

g(;7|y17ul""yN7uN)°< exp|:_%z(7l;—3}i):|‘x exp{—%[zizjﬂz +[Zl/}:_;]n:| (19)

i=1 i i=1 U;
o raz Miedz ac ,zei st ni eje t aka funkc ja Gaussa dla kt drej:
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g Myt sees yy sy ) o< exp{—%}c em{—%(%j% +( - Jn} (20)

el
u
mo zemy o trz ymac:
N N
YU 1 _s1
_Z_Z_Z oraz u_z_zu_ (21)

Nat ejpo dst aieo kredlasi¢ paramet ryMart o $c i o dni esi eni a dlaMyni kéX po réi
mi edz ylabo rat o ryjnyc h:

NP Sh )
y=u Z—; oraz u’ =(z—2] (22)
i=1 U; i=l U;
gdz ig.to est ymat aielko $c i mierz o nejo tirz ymhabo)rat o ri um po mi aro -
Kym,au to niepelno $§¢standardo Maz Kigz anaz tgest ymat 3. Zalezno $c i po K-
st o sujesi ¢ prakt yc eprz yo ¢ eni eXyni ko po mi aré¥ po ro¥nalc z yc h, gdyie
mierz o n3,X po staci np.Xz o rc a, badasi ¢X réznyc hlabo rat o riac h, pragnagc u
Kyni kXart o §c i o dni esienia. Wyko rz yst ujesiejeprz yo c enieMarto $§ci o d
X po ro¥nani ac hkluc z o Myc h,do realiz ac ji Karto $c i jedno st ki miary SI po
z nac z enieMart o §c i o dniesieniapo ro¥nankluc z o Myc h. P rz yjmujesi ¢ ja jako
sz greali z ac jejedno st ki mi ary SL

Teo ria prado po do bienst KaMarunko Mego prz edst aXio na po Myzej do
spraXdz asi¢ prz yo prac o Mani uyni kdX po roMnan miedz ylabo rat o-ryjnyc h. P
st allo Mym, st aki anym t u pro blemem jest pyt ani e, jaka jest Mart o §¢i ni epeldno ¢
Mielko $c i mierz o nej, gdy Myni ki po mi aru uz yski Mane s3 ¥ réznyc h labo rato r
po miaro Myc h,z kt 6ryc hkazde®yz nac z ajejinngNart o §¢Xraz z niepelno $c i
skiXane Mart o $c i Kielko $c i mierz o nejsaX ro z sadny spo séb usredni ane Kago
aro letyc hKag pebhi g ni epelno $c i po miaru.

6. Podsumowanie

Celemtego ro z dz iaMubybd prz edst a¥i enie réznyc h aspekt 6K z Ki gz anyc hz
razani em ni epelno $c i po miaru, z najdujac yc ho dbic ieMeMspokt z esnejlit era
met ro lo gic z nej. P o dkreslo no roMni ez aspekt hist o ryc z ny,o bsz erniez a
X prac y [26], gdyz z agadni eni a ni epeno $c i po miarumajasio jac iagh $¢i eo h
Mraz z ro z Ko jem nauk$c i s¥c h. W po Myzsz ym aspekc i e nalezy do daé¢, ze Mspobt
snateo rianiepelno $c i, prz edst a¥io nal prac y[10],8c z ypo dejsc ierealiz ol
grunc ie st at yst yki mat emat yc z nejz po dejsc i em pro babili st yc z nym.

Zagadnieniero li prado po do bienst XaKarunko Kego prz yo prac o Kaniuda
po miaro Myc h,z go dnez po dejsc i em bayesi ano Mski m, mo Znanat o mi ast z nalezé
[13]. Aspekt t en mac harakt er prz ysz b $c i o My, gdyzz agadni eni ut emubedz iepo §Xi
nyo statni z prz ygo to KyXanyc hdo kument 6X JCGM nat emat ,Bayesi an met ho d

Nalezy po dkredli ¢, ze Mspolt z esne po dejsc i e pro mujac e met o d¢ pro pagac ji r
khdo (pro pagatio no fdistributio n),kt éreuz upebhia, ana¥et z ast ¢puje po de
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M po stac i pro pagac ji niepelno §c i (unc ert aintypro pagatio n),ro z sz erz
o prac o Maniadanyc hpo miaro Xyc h,Myni kajac 3z anali z yKari anc yjnej, narz ec
Mielko §c i mierz o nejX po staci po lic z alnego ro z kbhdu praXdo po do bi en:
nego z talielko $ciag.

Mo znarolni ez do da¢,zeM Mio dac yc hc z aso pismac hz Kigz anyc hz met
naprz estrz eni o statnic hlat,o dno to Kujesieduzalic z beart ykubdX po $Xi
pro blemat yc e ni epeno $c i po miaru. Ot o niekt 6rez nic h: ,Metro lo gia’ -2
asurement Sc ienc e and Tec hno lo gy” - 80, ,Measurement ” — 80. Wérdd ni ¢ h po nac
po B Mato prac edo tyc z gc eteo ret yc z nyc h aspekt 0¥ ni epgdduoi én i,X t yn
z Migz anyc hz o prac o Kani em danyc h po miaro Kyc h,meto do blic-z enio X
blemat yki po réMnan Myni kol po miParubli kac jet e o bejmuja sz ero ki e spekt rum
akt ualnyc h spraX dyskut o Kanyc h nafo rum mi ¢dz ynaro do Kym.
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ROZDZIAL 5
PRZEDZIALOWY ZAPIS WYNIKU POJEDYNCZEGO POMIARU

Jerzy Jakubiec
Politechnika Slaska

1. Wstep

We wspoélcz esny ch sy stemach pomiar owy ch war to$cimez u r andu ob licz ane sg
podstawie wy nikéw pomiar u pr 6b eksy gnalu z miennego wcz asie. Zmienno$¢ sy gna
tu powodu je, ze kolejne pr 6b ki majg r 6zne war tosci, a z atem kazdaz pr 6b ek moi
b y ¢ mier z onaty lko jednokr otnie,cz y lib ez mozliwosci powtér z enia pomiar u . N
ktadnos¢ pomiar u pr 6b ekr z u tu je na niedokladnos¢ algor y tmicz nego wy z nacz
mez u r andu ,co oz nacz a,ze pu nktem wy jécia analiz y niedokladnosci mez u r andu
b y ¢ ocena niedoktadno$ci pomiar u pojedy ncz ej pr 6b ki.

Podstawowy m nar z ¢dz iem do pomiar u pr 6b kisy gnatu jest pr z etwor nik an:

gowo-cy fr owy A/C,wspdlpr acu jacy z u kladem pr 6b ku jaco-pamigtajacy m P/P. Za
niem u kladu P/P jest pob r anie chwilowego pr z ejawu sy gnalu (wielkosci mier z one
cz y lipr 6b ki, i pamietanie war toéci tej pr 6b ki tak dlu go, dopdki nie z ostanie z mie
r z ona. Pomiar u dokonu je pr z etwor nik A/C na z asadz ie kwantowdnpr z ez
b ez poér ednie por 6wnanie war tosci pr Gbzétem o strukturze kwantowej [1].
Tego r odz aju wz or z ec sklada si¢ kwantéw, cz y li elementar ny ch wz or-cow tego ¢
mego r odz aju io takich samy ch war todciach, wielokr otnie mniejsz y ch od z akr esu
pr z etwor nika A/C (kwanty z ator a). Wskaz anie kwanty z ator ajestlicz b g, okr eélaj
ile kwantow z ostalo pr z y por z adkowany ch war to$ci wielko$ci mier z onej, coz ar az
oz nacz a, ze wskaz anie, z e wz gledu na kwantowa (z iar nista3) b u dowe wz-or ca, wy
r ¢b nianaosiliczb rz ecz y wisty chpr z edz ial o dlu goscijednego kwanta (r y s.2
tem, z samejistoty kwantowania wy nika, ze jego wy nik jest pr z edz jatemlicz b owy m
Dz i¢ki temu analiz a pr ocesu kwantowania moze stanowi¢ dogodny pu nkt wy jécia
dlar oz wazan matematy cz ny ch, pr owadz acy chdou z y skania opisu wy niku po:
w postaci pr z edz ialowe;.

2. Pomiar na zasadzie kwantowania

Pr oces kwantowania moze pr z eb iega¢ r dznie w z aleznosci od wielkosci kwan-
towanej, jednak ogdlnie mozna go okr esli¢ jako sktadanie wz or caz kwantéw w taki
sposéb ,ab y su ma war tosci kwantéw nie r 6znila si¢ od war tosci wielko$ci mier z onej
o wiecej niz jeden kwant [1]. Analiz ¢ pr ocesu kwantowania dogodnie jest pr z-epr o
wadz i¢ dla tz w. naty chmiastowego pr z etwor nika A/C, ktér ego schemat pokaz ano
nary s. I

W pr z etwor niku naty chmiastowy m wy kor z y sty wany jest wz or z ec napig«
zb u dowany przy u zy ciu lancur dw o apmistdnie jednakowy ch war-to
$ciach R, potacz ony ch sz er egowoipr z y facz ony ch do zr édta pr gdu bgdniesienia
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W prz etworniku 8-b itowy m wy korz y sNi jedSie 256 rez y storéw, z ktéry ch
kazdy stu zy do wy tworz enia jednego kwantu napigcia. Dz i¢ki sz eregowemu pota
cz eniu rez y storéw kwanty napiecia su mu jg sie tworz gc wz orz ec wielowarto$ciowy
ostru ktu rz e kwantowej, dostarcz ajacy 256 napie¢ wz orcowy ch. Pierwsz ez nich ma
warto$¢ jednego kwantu réwng spadkowi napigcia na pierwsz y mrez y storz e, pola

cz ony mz masgu kladu , a ostatnie napiecie wz orcowe réwne jest su mie wsz y stkich
kwantow, cz y li jest su ma spadkéw napie¢ na wsz y stkich 256 rez y storach. A z atem,

z tak wy tworz ony ch kwantéw, mozna u z y ska¢ 256 wz orcoéw cz gstkowy <h o warto
$ciach od 1 do 256 kwantéw. Wsz y stkie wz orce cz astkowe sa dostepne w sposob  cia

gly ,cz y limogab y ¢ wy korz y stane réwnocz e$nie w dowolnej chwili pomiaru . Dz igk
temu ,oraz u zy ciu z espolu 256 komparatoréw K, poréwny wanie napigcia mierz onego
xz wz orcem o stru ktu rz e kwantowej odb y wa prakty cz nie naty chmiast, z opdznie
niem z alezny m od ¢z asu u stalania si¢ stanu z espolu komparatoréw. Na wy jscie ko
derawy prowadz ana jest licz b komparatoréw w stanie wy sokim H, wskaz u jacy m,

ze napigcie mierz one podawane na jedno z wej$¢ komparatora jest wigksz e od cz gst

kowego napiecia wz orcowego, prz ekaz y wanego na dru gie wejscie komparatora. Licz

b ata okresla ile kwantéw z ostalo prz y porz adkowany ch warto$ci mierz onego napiecia

i stanowi wskaz anie niemianowane kwanty z atora.

X et
o

VY

ng
Koder f—»

AAMS

R ys. 1. Schemat natychmiastowego przetwornika A/C

W sensie matematycznym pomiar na zasadzie kwantowania mozna okresli¢ jako
odwzorowanie prawdziwej warto$ci wielko$ci mierzonej x w przedzial sktadajacy si¢
zliczb rzeczywistych, co ogdlnie mozna zapisac jako:

pomiar [I’ f:| ( 1 )

gdzie x jest dolng, a K goérng granicg przedzialu . Granice te mozna wyznaczy¢ na
podstawie rys. 2, ktory pokazu je w sposob graficzny wlasciwosci tego rodzaju - od
wzorowania.
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0 1 2 . nyq (ng+1)g

R ys. 2. Kustracja odwzorowania wielkosci mierzonej w przedziat liczbowy okreslony
wskazaniem n_ oraz warto$cig kwantu q

Zgodnie z rys. 2, przedzial reprezentujacy wynik kwantowania mozna zapisaé
jako:
nqq<x£(nq+1)q (2)
gdzie n_jest wskazaniem kwantyzatora, a g wartoscig kwantu. Gdy uwzgledni sig, Ze
iloczyn:
X=nq (3)

stanowi wskazanie mianowane kwantyzatora, wyrazone w jednostkach wielkosci
mierzonej, to po wprowadzeniu go do nieréwnosci (2), otrzymuje si¢ zaleznos¢:

¥<x<X+gq (4)

Przyjeto przy tym, ze przedzial obejmuje réwniez swoja dolng granice, co z prak-
tycznego punktu widzenia nie jest istotne, a upraszcza rozwazania od strony mate-
matycznej.

Z zaleznosci (4) wynika, ze dolng granice rozpatrywanego przedzialu opisuje
wyrazenie:

X=X (5)

a gorng: X=X+gq (6)

Précz granic przedzialu, do jego opisu stosuje si¢ takze takie parametry jak $ro-
dek i promien przedzialu. Srodek przedziatu jest definiowany jako [2]:

mid(x) =21% 7)
natomiast promien okresla wyrazenie:
rad(x) =~ ;E (8)

W przypadku przedzialu reprezentujacego wynik kwantowania, na podstawie
réwnan (5) i (6), uzyskuje sie nastepujace zaleznosci:

mid(x):$:x+

)

(RN
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oraz

rad(x) = @ = (10)

SRS

Zgodnie ze wzorem (9) $rodek przedziatu, opisujacego wynik kwantowania, uzy-
skuje si¢ w efekcie skorygowania wskazania mianowanego przez dodanie potowy
wartosci kwantu. Gdy oznaczy si¢ tak wyznaczony $rodek jako:

X=X+

(11)

NN

to po obliczeniu wskazania X, na podstawie wyrazenia (11), i wprowadzeniu go do
nieréwnosci (2), otrzymuje sie:

i-L<y<3+4 (12)
2 2
Nieréwnos¢ (12) mozna z kolei zapisa¢ w postaci:
—g|<2 (13)

2

ktora pokazuje, ze warto$¢ bezwzgledna réznicy wartosci prawdziwej i skorygowa-
nego wskazania jest najmniejsza z mozliwych do uzyskania w procesie pomiaru dla
okreslonej warto$ci kwantu. Zatem wskazanie skorygowane, zgodnie z wyrazeniem
(11), stanowi najlepsze przyblizenie prawdziwej wartosci wielko$ci kwantowanej
i nazywane jest oceng wartos$ci wielko$ci mierzonej.

Gdy wezmie si¢ pod uwage, ze warto$¢ g/2 w nieréwnosci (13) stanowi, zgodnie
ze wzorem (10), promien przedzialu, to mozna tg nieréwnos¢ przedstawic jako:

|x— %[ < rad(x) (14)

Oznacza ona, ze roznica miedzy warto$cig prawdziwg, a oceng uzyskana po ko-
rekcji wyniku kwantowania jest nie wigksza niz promien przedziatu opisujacego wy-
nik pomiaru. ] ednak tak jest tylko w przypadku uzycia kwantyzatora idealnego, gdy
warto$ci wszystkich kwantéw sktadajacych sie na wzorzec sg jednakowe oraz gdy
pomija si¢ wszystkie czynniki zaburzajace proces kwantowania. Wyrazenie (14) ma
wowczas charakter deterministyczny, co oznacza, ze prawdziwa wartos$¢ wielkos$ci
kwantowanej na pewno znajduje si¢ wewnatrz przedzialu opisanego tym wyraze-
niem. W rzeczywistych warunkach pomiaru, gdy proces kwantowania zaburzany
jest czynnikami losowymi, parametry przedzialu (14) muszga by¢ opisywane w kate-
goriach probabilistycznych.

3. Probabilistyczny opis wyniku kwantowania w postaci przedziatu

W warunkach gdy sygnal probkowany zaburzony jest szumem lub wystepuja
czynniki konstrukcyjne, ktérych wplyw na proces kwantowania opisywany jest pro-
babilistycznie [1], nieréwnos¢ (14) jest spetniona tylko z pewnym prawdopodobien-
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stwem, oznaczanym jako p. Z reguly wartos¢ p zaklada si¢ na tyle duza, aby przedzia,
reprezentujacy wynik pomiaru, stanowil zbior liczb taki, aby znalezienie w nim war-
tosci prawdziwej bylo ,,prawie pewne”. W praktyce przyjmuje si¢ na ogoét p = 0,95
[3], co mozna interpretowac przykladowo w taki sposdb, ze na 100 wyznaczonych
przedzialtéw 95 z nich obejmie prawdziwg wartos¢ wielkosci mierzone;j.

Punktem wyj$cia do okreslenia srodkéw matematycznych, pozwalajacych na
obliczenie parametrow przedzialu reprezentujacego wynik pomiaru uzyskany w wa-
runkach opisywanych probabilistycznie, moze by¢ nieréwnos¢ (14). Gdy zapisze sie
ja w sposob scharakteryzowany powyzej, uzyskuje si¢ wyrazenie:

P[|x—fc| < rad(x)] =p (15)

gdzie P oznacza prawdopodobienstwo. Zgodnie z tym wyrazeniem poszukiwany jest
promien rad(K) przedzialu o srodku réwnym ocenie £, taki ze prawdopodobienstwo
znalezienia w tym przedziale prawdziwej wartosci wielko$ci mierzonej wynosi p.

Od pewnego czasu w metrologii stosowana jest definicja, zgodnie z ktérg promien
przedzialu, reprezentujacego wynik pomiaru opisywany probabilistycznie, nazywany
jest niepewnos$cia, oznaczang symbolem U [3]. Przyjmujac zatem, ze:

U =rad(x) (16)
zaleznos$¢ (15) mozna zapisaé w postaci wyrazenia:
P[|x—)”c|SU}=p (17)

Wyznaczenie wartosci U, na podstawie zaleznosci (17), wymaga znajomosci pro-
babilistycznego opisu réznicy prawdziwej wartosci wielko$ci mierzonej ¥i oceny tej
wartosci X. Réznica ta moze by¢ zdefiniowana jako blad oceny [4]:

e=x—X (18)

Warto$¢ oceny X jest znana (uzyskiwana jest w efekcie kwantowania), natomiast
wartos$¢ prawdziwa K nie jest znana. Oznacza to, ze w warunkach pomiarowych reali-
zacje bledu e nie moga by¢ okreslone, a wiec mozna jedynie opisywac zbiory wartosci
tego bledu, wyznaczajac ich rozklady. Oczywiscie realizacje (wartoéci) tego btedu
moga by¢ uzyskiwane na drodze symulacji, gdyz wéwczas zaklada si¢ znajomos$é
warto$ci wielko$ci mierzonej. Stwarza to mozliwo$¢ stosowania metody Monte Carlo
do uzyskiwania rozkladow btedu oceny.

Wtasciwosci bledu oceny sg na tyle specyficzne, ze wymagaja komentarza. Przede
wszystkim nalezy zauwazy¢, ze definicja (18) jest efektem analizy procesu kwantowa-
nia, a wigc nie jest to definicja umowna, lecz uzyskana na drodze dedukgcji. Punktem
odniesienia w tej definicji jest ocena X, bedgca najlepszym przyblizeniem warto$ci
wielkosci mierzonej, w przypadku gdy pomiar realizowany jest jednorazowo. J est
to zarazem jedyna liczba uzyskiwana podczas pomiaru, a zatem to ona musi stano-
wi¢ przedmiot analizy niedokladno$ci pomiaru, ktérej podstawa jest definicja bledu.
Z przedstawionych rozwazan wynika takze, Ze ocena ta stanowi $rodek przedzialu
reprezentujacego wynik pomiaru, czyli jest centralnym punktem, wokoét ktérego bu-
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duje sie przedzial, obejmujacy z zadanym prawdopodobienstwem prawdziwa warto$¢
wielko$ci mierzone;j.

Uzycie oceny jako podstawy definiowania bledu powoduje, ze taki blagd moze by¢
rozpatrywany dopiero po zakonczeniu pomiaru, gdyz wymaga znajomosci wartosci
tej oceny. Blad taki mozna nazwac¢ bledem a posteriori, w przeciwienstwie do bledu,
ktéry definiuje si¢ w odniesieniu do prawdziwej wartosci wielko$ci mierzonej, ktora
przyjmuje sie jako znang. Ta druga definicja, powszechnie stosowana w metrologii
[5], moze by¢ wykorzystywana do analizy procesu pomiaru przed jego rozpoczeciem,
a tak okreslony btad mozna nazwac¢ a priori. Obydwie definicje moga by¢ uzywane
réwnoczesnie, nalezy jedynie pamieta¢, ze chociaz odpowiadajace sobie realizacje
obu wymienionych rodzajéw biedu nie réznig si¢ co do warto$ci bezwzglednych, to
maja przeciwne znaki [1].

W dotychczasowych rozwazaniach ocena byta uzyskiwana przez skorygowanie
wskazania mianowanego kwantyzatora o warto$¢ potowy kwantu. Gdy przyjmie sie,
ze ocena jest najlepszym przyblizeniem wartosci wielko$ci mierzonej w sensie zgod-
nosci z kryteriami probabilistycznymi, to punktem wyjscia do wyznaczenia wartosci
oceny musi by¢ losowy opis btedu tej oceny (sama ocena jest liczbg). Prawdziwa
warto$¢ wielkosci mierzonej jest najlepiej przyblizona przez jej oceng, gdy z bledu
usunie sie sktadowg systematyczna. Wartos¢ oczekiwana btedu oceny jest wowczas
réwna zeru, czyli zachodzi:

E[e]zTeg(e)dezO (19)

gdzie g(e) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa bledu oceny (18).
Wprowadzenie definicji bledu oceny oraz przyjecie zaleznoséci (16) pozwala na
zapis wyrazenia (15), okreslajacego niepewnos¢, w nastepujacej postaci:

P[|e|SU]=p (20)

ktdéra oznacza, ze niepewnos¢ jest definiowana jako promien przedzialu, takiego ze
wartosci, ktore przyjmuje blad oceny mieszcza si¢ w tym przedziale z zadanym praw-
dopodobienstwem p. Oznacza to, ze niepewnos¢ jest definiowana jako parametr
zbioru warto$ci bledu oceny.

Dla znanego rozktadu bledu wyrazenie (20) mozna zapisa¢ w postaci funkcjonatu:

%ig(e)dezp (21)

gdzie g(e) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa biedu lub jej przyblizeniem da-
nym w postaci histogramu. Gdy wezmie si¢ pod uwage, ze zgodnie ze wyrazeniem
(19) warto$¢ oczekiwana jest rowna zeru, to g(e) musi by¢ symetryczna wzgledem osi
pionowej. Wspdlczynnik F ma charakter normalizujacy i wystepuje we wzorze (21)
ze wzgledu na rézne sposoby opisu rozktadu btedu. Ma on posta¢:

F= Ig(e)de (22)

—oo
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Gdy g(e) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa to F = 1, natomiast w przy-
padku gdy rozklad dany jest histogramem licznosci (stupki histogramu okreslaja
wowczas liczbe wystapien bledu) zachodzi F >1.

Graficzna interpretacje wyznaczania niepewnosci U, zgodnie z funkcjonalem
(21), przedstawiono na rys. 3. Kolorem szarym zaznaczono fragment pola powierzch-
ni funkeji podcatkowej, ktérego stosunek do calkowitej powierzchni pola tej funkeji

Wynosi p.

gle)

-U U

Rys. 3. Graficzna interpretacja niepewno$ci oceny wartosci wielko$ci mierzonej

Znajomos$¢ niepewnosci pozwala na wyznaczenie granic przedziatu reprezentu-
jacego wynik pomiaru. Zgodnie z zalezno$ciami (7) i (8) dolng granice przedziatu
opisuje wzor:

x=mid(x)—rad(x) (23)
a granice gorna:
X = mid (x)+rad(x) (24)

Srodek przedziatu réwny jest ocenie warto$ci wielkosci mierzonej, a promien

- niepewnosci. Zatem wynik kwantowania w postaci przedzialowej mozna zapisaé
jako:

x=[x, ¥|]=[%-U, 2+U] (25)

J est takze druga, bardzo uzyteczna postac przedzialowego zapisu wyniku po-
miaru, ktérg mozna otrzymac po przeksztalceniu wyrazenia (25). Zgodnie z regula-
mi arytmetyki przedzialowej [2], przedzial liczbowy mozna zapisa¢ jako sume jego
$rodka i przedzialu o granicach okreslonych jedynie przez promien, czyli takiego
przedziatu, ktérego $rodek jest rowny zeru. Gdy zastosuje si¢ ta regute w odniesieniu
do przedziatu reprezentujacego wynik pomiaru, uzyska si¢ zapis w postaci:

x=mid(x)+[-rad(x), rad(x)]|=£+[-U, U] (26)

Zapis ten mozna interpretowac w ten sposob, ze wynik pomiaru jest sumg oceny
oraz przedziatu o granicach wyznaczonych przez niepewnos¢, ktéry w zwiazku z tym
moze by¢ nazywany przedzialem niepewnosci.
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Posta¢ (26) wyniku jest uzyteczna wowczas, gdy analizuje sie metrologiczne wla-
$ciwodci algorytmu przetwarzajacego ciagg wynikéw pomiaru probek sygnatu. Mozna
wowczas oddzielnie rozpatrywac dziatania na ciagu ocen warto$ci chwilowych sy-
gnalu i oddzielnie na niepewnosciach tych ocen lub odpowiadajacych im przedzia-
tach niepewnosci [1]. W koncowej fazie tych operacji nastgpuje zsumowanie oceny
i przedzialu niepewnosci, zgodnie z zaleznoscig (26), co powadzi do uzyskania prze-
dzialowego zapisu wyniku przetwarzania.

Przyklad

Zaloézmy, ze nalezy obliczy¢ niepewno$¢ pojedynczego wyniku pomiaru wyko-
nanego 8-bitowym przetwornikiem A/C o zakresie od 0 do 1,024 V. Niech na blad
catkowity tego przetwornika skladaja sie blad kwantowania oraz btad spowodowany
rozrzutem warto$ci kwantéw [1]. Na rys. 4 pokazano histogram btedu catkowitego,
uzyskany metoda Monte Carlo dla populacji liczacej 500 tego rodzaju przetwornikow
A/C. Wszystkie przetworniki maja wzorzec zbudowany z 256 kwantéw, przy czym
kazdy kwant charakteryzuje si¢ rozrzutem o rozkltadzie jednostajnym w granicach od
-10 do 10 % wartosci nominalne;j.

licznos¢

12000,

100001

80001

6000

4000

2000

0
-0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015
elv]

Rys. 4. Rozktad bledu catkowitego przykladowego przetwornika A/C

Za pomocy kazdego z przetwornikéw wykonano 200 pomiaréw dla losowo wy-
branych warto$ci napigcia, zmieniajacych si¢ zgodnie z rozkladem jednostajnym
w zakresie pomiarowym przetwornika, po czym wyznaczono btad pomiaru. Uzyska-
no zbidr wartosci btedu o licznosci 100 000, ktory zestawiono w histogram sktada-
jacy sie ze 100 stupkéw, pokazany na rys. 4. Uzywajac tego histogramu wyznaczono
nastepnie niepewno$¢ zgodnie z zaleznoscig (21) dla p = 0,95. Obliczenia wykonano
sumujac liczno$¢ stupkéw zaczynajac od zerowej wartosci bledu i konczac, gdy uzy-
skana suma przekroczyla wartos¢ wynoszaca 0,95-100 000. Polowe réznicy btedu
dodatniego i ujemnego po zakonczeniu sumowania przyjeto jako warto$¢ niepew-
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nosci opisujacej uzyskany zbior wartosci bledu. Obliczona w ten sposdb warto$¢ nie-
pewnosci wyniosta U=4,2-107 V.

Przyjmijmy teraz, ze wykonano pojedynczy pomiar przetwornikiem A/C nale-
zacym do opisanej populacji i uzyskano wskazanie n = 245. Po wykonaniu korekcji
sktadowej systematycznej wyniku kwantowania (a tym samym i btedu [1]), zgodnie
z zaleznoscig (11), uzyskuje si¢ oceng wartosci wyniku pomiaru o wartosci:

1,024
28

A

V=982 mV

=(

q 1
+==|n,+—|q=(245+0,5
) ( ’ 2}1 ( )

Znajomos¢ oceny i niepewnosci pozwala na wyznaczenie przedzialu reprezentu-
jacego wyniku pomiaru. Na podstawie zaleznosci (25) granice przedzialu wynosza:

x=x-U=982-4,2=977,8 mV
oraz
T=%+U=982+4,2=986,2 mV
Zatem wynik pomiaru opisuje w tym przypadku przedziat:
x=[x, X]=[977,8, 986,2]mV

W systemach pomiarowych, wykorzystujacych przetworniki nieliniowe pojawiaja
sie bledy o rozktadach niesymetrycznych wzgledem osi rzednych [1]. Bledy te moga
istotnie wplywa¢ na proces kwantowania i wowczas powstaje problem, jak zapisa¢
wynik w postaci przedzialowej. W tym celu mozna zmieni¢ wyrazenie (20) w taki
sposob, aby opisywalo rowniez sytuacje, gdy przedzial niepewnosci jest niesyme-
tryczny wzgledem wartosci 0, czyli jego granice maja rozne wartosci bezwzgledne.
Gdy oznaczy sie dolng granice przedzialu niepewnosci jako U, a jego gérna granice
jako U, wyrazenie (20) mozna zapisa¢ w postaci:

P[U<e<U]=p (27)

Oczywiscie, w przypadku gdy przedzial niepewnosci jest symetryczny, czyli zachodzi
U =-U oraz U =U, zalezno$¢ (27) przyjmuje postac (20).
Dla znanego rozkladu biedu e, wyrazenie (27) mozna zapisa¢ w postaci funk-
cjonatu:
1 @
—Ja(e)de=p (28)

u

w ktéorym F ma takie samo znaczenie jak w (27) i opisane jest zaleznos$cia (22).
W funkcjonale tym wystepuja dwie zmienne U oraz U, a zatem aby mdgt on po-
stuzy¢ do wyznaczenia ich wartoéci nalezy rozdzieli¢ wyrazenie (28) na dwie czgsci,
takie Ze w kazdym z nich wystepuje odpowiednio tylko jedna granica przedzialu. Gdy
wezmie sie pod uwage, ze warto$¢ oczekiwana rozkladu bledu jest rowna zeru, grani-
ca podziatu powinna przebiega¢ przez o$ rzednych. W takim przypadku funkcjonat
(28) moze by¢ zapisany w postaci:
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g(e)de+jg(e)de=p(Fl+F2) (29)

IS —y o

gdzie: F = Ig(e)de i L =]:g(e)de

Po rozdzieleniu odpowiadajacych sobie wyrazen catkowych, na podstawie wyra-
zenia (29), otrzymuje si¢ dwie zalezno$ci. Pierwsza:

1 0
—[e(e)de=p (30)

By
pozwala na obliczenie parametru U, okre$lajacego dolng granice przedzialu niepew-
nosci, podczas gdy druga zaleznos¢:
€1
F

2

g(e)de=p (31)

S

stuzy do uzyskania wartoéci gérnej granicy U. Graficzng interpretacje granic niesy-
metrycznego przedzialu niepewnosci przedstawiono na rys. 5. Sposéb zapisu wyniku
pomiaru jest w tym przypadku taki sam, jak dla przedziatu symetrycznego, jednak
pojecie niepewnosci traci sens. Mozna co prawda wyznacza¢ $rednig z granic tego
przedzialu, jednak nadawanie jej sensu niepewnosci nie wydaje sie celowe.

gle)

|
U 0 U
Rys. 5. Graficzna interpretacja granic niesymetrycznego przedzialu niepewnosci

4. Niepewnosc sredniej z serii pomiarowej
Wynikiem pojedynczego pomiaru jest ocena warto$ci wielkosci mierzonej. Oce-

na ta jest obarczona bledami losowymi, w zwigzku z czym wyznaczenie $redniej dla
ciagu ocen tej samej warto$ci wielko$ci mierzonej prowadzi do uzyskania lepszego
przyblizenia jej prawdziwej wartosci. Dzialanie to mozna zapisa¢ w postaci:

A . .

X, =W[x(1)+x(2)+...+x(N)] (32)
gdzie M jest liczba wyrazéw w ciagu.
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Kazda z ocen ciggu poddawanego usrednieniu uzyskana jest w takich samych wa-
runkach pomiarowych, a zatem obarczona jest bledem e o takim samym rozktadzie.
W zwigzku z tym blad $redniej (32) mozna zapisac jako:

e, =%[e(l)+e(2)+...+e(N)] (33)

Niepewno$¢ $redniej mozna uzyskac obliczajac niepewnos$¢ pojedynczej oceny
i wykonujac dziatania na odpowiednim zbiorze przedziatéw niepewnosci, odpowied-
nich dla wyrazenia (33) [6]. ] est to jednak dziatanie dos¢ ztozone i w przypadku sred
niej mozna uzyska¢ niepewno$¢ wypadkowa w prostszy sposob, wykorzystujac w tym
celu centralne twierdzenie graniczne [5]. Zgodnie z nim, gdy sumuje si¢ niezalezne
bledy o takich samych rozktadach, rozklad btedu wypadkowego dazy do rozktadu
normalnego. Dla procesu kwantowania, w celach praktycznych juz od X =4, mozna
uznac rozktad bledu wypadkowego jako normalny. Wéwczas, niezaleznie od rozkladu
bledu oceny, dla sredniej z serii zachodzi:

ol =%[az(l)+02(2)+...+02(N)]=%0'2 (34)
gdzie o jest odchyleniem standardowym. Gdy uwzgledni sig, ze dla rozkladu normal-
nego niepewno$¢ dla p = 0,95 jest dwukrotnie wieksza niz odchylenie standardowe
[3], zachodzi:

_20
U= (35)

5. Podsumowanie

Przedstawiony wywdd matematyczny prowadzi do uzyskania opisu pojedyncze-
go wyniku pomiaru w postaci przedziatu liczbowego, ktérego srodkiem jest ocena
wyniku, a promieniem niepewno$¢. Postawa tego wywodu jest analiza procesu kwan-
towania, jednak uzyskane zalezno$ci matematyczne mozna wykorzysta¢ dla kazde-
go wyniku pomiaru bezposredniego. Mozna to uzasadni¢ dwoma podstawowymi
argumentami. Po pierwsze, wszystkie wzorce maja strukture ziarnista, ktoéra narzu-
ca ich konstruktor, a gdy tak nie jest, to ujawnia si¢ ona na poziomie kwantowym.
Po drugie, nawet wtedy, gdy traktuje sie wzorzec jak ciagly, to ograniczona rozdziel-
czo$¢ pomiaru powoduje, Ze opis wyniku jego wyniku ma cechy ziarnisto$ci.

Zaleznosci, opisane w koicowym fragmencie pracy, pozwalaja na stwierdzenie,
ze opis pojedynczego wyniku pomiaru powinien by¢ fundamentem budowania opisu
mezurandu, traktowanego jako rezultat przetworzenia ciggu danych pomiarowych za
pomoca stosownego algorytmu [1]. Przykladem takiego algorytmu moze by¢ opisane
tu usrednianie ciggu wynikow. Niepewnos$¢ mezurandu, w tym przypadku $redniej,
moze by¢ wyznaczona na podstawie znajomosci bledéw pojedynczych wynikow,
sktadajacych sie na ciag przetwarzanych danych pomiarowych.
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ROZDZIAL 6

OBLICZENIA W POMIARACH POSREDNICH

Stefan Kubisa

Zachodniopomorski Uniwersytet Technologiczny

1. Wstep

Pomia r posre dn i to ta ki, w kt orym wa rt 0§¢ wi e lkosci mie rzon e j (wi
$ciowe j, me zu ra mabuljcza sie¢ z pozys ka n ych w rézn y s pos 6b (z pomia
ka men tacji uzywan ejaparatury, ztab lic fizyczn ychitp.) wa rt oéci
wychxI,x2, ...,xn, ...xNn a podstawie zn anejfun kci pomiaru :

yzf(xl, x2,...,xn,...,xN) (1)

Wi e lkoScia mi we jsci owymi moga b y¢:

- wskazan ia przyrzadéw pomia rowych,

— wie lkoéci re pre ze n towa n e prze z wzorce pomia rowe ,

— dane zaczerpn igte ze s pe cyfika ¢ji,doku me n ta ¢ji i podreczn ikdw,

— wie lkosci pochodzace z in n ych pomia réw,

— tzw.state uniwersaln e,

— popra wki do wa rt osci ww. wie lkosci, w t ym popra wki ze wzgledu n a
wplywa jace , itp.

Ob liczen ia ob ejmu jaestymate mezu ran du ora zjejn-ie pe wn
ne sposoby tych obliczen, a wyb 6r s posob u je st prze dmiote m dy
je dyn ym. Dysku tu je sig¢ tez potrzeb ¢ rozrézn ian ia miedzy s ymb
i symb ola mi wa rtosci wie lkosci. Te n rozdziat za jmu je sie wa rtosc
i stosuje dla n ich za pre ze n towa n 3 we wzorze (1) s ymb olike, kt 6ra
sje,boraczejnie jest uzywana win n ych pub lika cja ch. Czegécie
ka typa,x, ...x, ...x, ma je dn a k wa d¢ wyn ika jacg s tad, ze wte dy, gd
rozrézn i¢ wyn iki wielu ob serwa cji da nxg poves ttogei,tm fru ch in de k
s 6w doln ych, nxp.:x,, x,,, ... . W przypa dku s ymb oliki propon owan ej w
rozdziale wady tejnie ma - cigg ob se rwaXkjimaa poodadincl,
x2, ... . Dwu zn a kowe s ymb ok btwypleg je dn a k za strze Ze n ia. Wa rt.
kon a ¢, b o w progra mowa n iu kompu te rowym stosowan ie symb oli 1
jest czgste i wygodn e, chocia z sku tku je kon ie czn oscig u zywa n ia
w wyra ze n ia ch prze ds ta wia jacych iloczyn y, a b y rozrézn i¢ ileczyn s
zn a kowych, n-p-c-d, od iloczyn u s ymb oli dwu zn a Kowdichy 5 pmb olu
typux2 czcion Raje st elemen temn azwy zmien nej,a nie ozn acza
powin n o sie¢ ja pisa ¢ czcion ka pochyla.

Da Is ze rozwa za n ia dotycza ta kich pomia réw posre dn ich, w kt 6rych
wa n K wa rt oéci ka zde j z wie lkosci we ydciv@wychxn, ...,xN. Ob s e rwa cje
t worza ma cie rK ovie rs za dff kolu mn a ch, poka za n 3 ja ko ob ra mowa n e
tablicli 2
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Wyn iki ob s e rwa ¢ji mozn a opra cowa ¢ za pomocg je dn e go z dwoch s |
1. s pos Ghierwszy — ob li cza kolumnami,
2. s pos drugi — ob li cza mierszami.

S pos Opierwszy (kolumnami) pole ga n a tym, ze n ajpierw ob licza sie
$re dn ie a ryt meanyowma et osci we jsci owyzg}(n =1, .Nk=1, .K):

k
xn’:%-;xnk 2)
a nastepn ie p dfigpoprawiona!) — ja ko fu n kecje (1) t ych wa rt oéci $re dn i
y' =f(x]', x2', ... xn', ...,xN') (3)
Ob licza n ie popra wki do g’ omywiohy dalej.

Tab. 1. Macierz obserwacji (obramowana cze$¢ tablicy) i ilustrpigawszego kolumnami)
sposobu obliczania estymaty’ mezurandu

Nr obs. x1 | x2 | xn | | xN

1. x1, x2, xn, XN,

k. xI, x2, xn, xN,

ra B R
x1' | x2' | | xn' | | xN' y' |

Przy sposobiedrugim (wierszami) najpierw oblicza si¢ wartosci estymat czast-

kowych:
V, = f(x]k, X2,y X, ...,xNk) k=12,...K (4)

a nastepnie estymatg”jako warto$¢ srednig arytmetyczng estymat czastkowych:
1S
V=g L0 (5)
Pojawia sie zatem pytanie, ktéry sposob jest bardziej poprawny?

Tab. 2. Macierz obserwacji (obramowana cze$¢ tablicy) i ilustrdejagiego (wi ersza m i
sposobu obliczania estymaty” mezurandu

Nr obs. x 1 | x&| X n | | x N y
1. x [ x ) xn x N Y,
k. x ] xR xp x N Yy
K. x ] x xn x N Vi
5"
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2. Przewodnik a sposoby obliczania estymaty mezurandu.
Poréwnanie stopnia ztozonosci obliczen

Zdanie metrologéw w kwestii wyboru sposobu obliczania estmaty mezurandu
w pomiarach posrednich nie jest jednolierzewo d n [k w podrozdziald.4 po-
wiada: ,,Estymate wielkosci mierzonej ... oblicza si¢ z f unkcji (83tdlan a twejsc io
wy ¢ h.”. Oznacza to obliczanie metoda pierwsza, ckybh [u m , baawedleé tablicy
1. estymatami wejsciowymi sz ] ¥.,x N J¥dnak dalej w tym samym podrozdziale
Przewo d n[dk stwierdza, ze ,,Obydwa sposoby usredniania dajg jednakowe wyniki,
jezeli f jest f unkcjg liniowg”

Przewo d n [ilk dotyka omawianego problemu w kilku miejscach, by na- przy
ktadzie obliczeniowymH.2 (réwnoczesny pomiar rezystancji i reaktancji) wykaza¢,
ze oba sposoby daja praktycznie identyczne wyniki. Taka ocena wyniku obliczen
w przykladzieH.2 jest rezultatem stabo przemyslanego doboru danych w tym przy-
kiadzie - w otoczeniu kata f azowegazedu 1 rad f unkcje kosinus i sinus wystepu-
jace w funkcjach pomiaru s3 stabo nieliniowe. Dalej w tym rozdziale przedstawio
no natomiast przyklad pomiaru konduktancji przy kagiepodlegajacym losowym
zmianom wokot wartoéci zerowej, dla ktorej f unkcja kosinus ma maksimum - jest
wiec silnie nieliniowa. Wtedy omawiane sposoby obliczania dajg wyniki istotnie roz
nigce sie. Dalej V.2 Przewo d n [k stwierdza, ze ,Jedfinie jest f unkcjg liniowa
wyniki uzyskane sposobem pierwszym réznig sie od wynikéw uzyskanych sposo
bem drugim ... Generalnie wywody Hi2 nie sg zbyt klarowne, ale gdy podejs¢ do
nich cierpliwie, to okazuje si¢, Ze w sytuacji, gdy zaobserwowane wartosci wielkosci
wejsciowych tworza grupy pozyskane jednoczeénie (czyli pomiar posredni jest jed
noczesny), to dogodniejszy do obliczen jejposob drugi - wierszami. Rozwazania
co by bylo, gdyby najpierw wykonang = 5 obserwacji napigcia, nastepnig = 5
obserwacji pradu i wreszcia, = 5 obserwacji kata przesunigcia f azowego prowadza
Przewo d n[1k do konkluzji, ze ,Jest to f aktycznie nie najlepsza procedura pemiaro
wa .., ale autor tego rozdzialu jest przekonany, iz zaden prawdziwy metrolog takiej
procedury by nie zastosowal.

J. M. Jaworski swoje poglady przedstawia w [2]. Na str. 168 pisze: ,Jako es
tymate wartosci prawdziwej przyjmuje si¢ najczesciej warto$¢ f unkcji $rednich
arytmetycznych wartos$ci wielkosci wejsciowych ..” - czyli sposob pierwszy. Na
str. 173: ,Estymate wartosci f unkcji mozna oblicza¢ jako” - tu w innej symbolice
wzory (4) i (5) - ,i tak liczone wartoéci nie powinny si¢ istotnie r6zni¢ w obszarze
stosowalno$ci prawa propagacji bledéw” Wreszcie na str. 189: ,Estymate wielkosci
mierzonej oblicza si¢ jako” - tu znéw w innej symbolice wzory (4) i (5) - ,przy czym
f ormule druga stosuje sig, jezeli caly pomiar sklada si¢ z..semidwnoczesnych
pomiaréw wielkosci ... powtarzanych w warunkach powtarzalnosci” — spdisob
drugi.

Zaréwno [1], jak i [2] zauwazaja, Ze w przypadku silnie nieliniowej f unkcji po
miaru przy obliczaniu estymaty mezurandsposobem pierwszym & o lu m)n a m i
nalezy uwzgledni¢ drugie pochodne wielkosci wyjsciowej po wielkodciach wejscio
wych. Oznacza to, ze do wartosci estymatpdvg (3) nalezy wprowadzi¢ poprawke,
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ktéra sf ormutowana w zgodzie z [1] - wzér (H.10) i [2], ale zapisana w symbolice
tego artykulu ma postac:

.. 6
le oxj' U(XI,)C]) ©)

| A&
Py
przy czymu(x ,ix )i wg Tablicy 4 w [2], oznacza estymate kowariancji:
u(xi,xj)=ﬁ-g(xik—xi')-(xjk—xj') (7)
Poprawiong estymatey Mvg (4) dalej oznacza si¢ symbolgnpX
wp'=y'+py (8)

Poprawka py jest zerowa, gdy f unkcja pomiaru jest liniowa.

ZYozonos¢ obliczen sposobem pierwszymk(o [u m )rjest ma 6got wieksza, niz
sposobem drugim Wi ersza s Zwlaszcza przy duzej liczbiy wielkosci wejscio-
wych. Wynika to gltéwnie ze wzoru (6), ktory, formalnie biorgc, Ny § 1)]/2
sktadnikow, co juz prziN = 3 daje tych sktadnikow 6, a p¥zy 5 — sktadnikow 15.
ZYozono$¢ sposobu drugiego Wi ersza m poblega natomiast gléwnie nk-krotnym
obliczaniu wg wzoru (4). Dalsze wywody pokaza, ze w przypadku sposobu -pierw
szego & o lu m )nwickszaijest tez zlozono$¢ obliczen niepewno$ci standardowej
typu A. Znaczna zlozono$¢ obliczen zwigksza niebezpieczenstwo pomylek, czyl ble
déw grubych.

Ocena omawianych sposobow obliczen z punktu widzenia zlozonosci -obli
czeniowej nie jest tak wazna, jak ocena w aspekcie wiarygodnosci obliczen, a wiec
w aspekcie dokladnoéci pomiaru posredniego. Tej ostatniej trudno jest dokonad
w sposob ogdlny. Dlatego dalsze wywody oparto o zalecany w [3] eksperyment
symulacyjny Monte Carlo, dotyczacy konkretnego przypadku nieliniowej f unkcji
pomiaru.

3. Eksperyment symulacyjny Monte Carlo.
Pomiar posredni jednoczesny — obliczenia estymaty mezurandu

Pomiar posredni jednoczesny, to taki, w ktérym, w dowolrtym wierszu
tablicy 1 lub 2 wartosci zmiennych wejsciowychl x B ....x 5 ....x N pozyskuje
sie jednoczesnie (w tej samejhwi).iOczywiScie w realnych warunkach owahwila
przedstawia sobg pewien interwal czasu, jednak na tyle krétki, by mozna bylo zalo
zy¢, ze w jego obrebie wartodci wielkosci wejsciowych sa stale.

W poprzednim podrozdziale stwierdzono, ze dla pomiaru posredniego- jed
noczesnego zaréwno [1], jak i [23lecaja drugi sposdb obliczen i ersza mi ale
czynig to w formie zawiklanej, nie w pelni przekonujacej. W miare wiarygodnego
rozstrzygniecia moze dostarczy¢ eksperyment symulacyjny oparty o traf nie dobrany
przyktad pomiaru. Niech bedzie nim pomiar konduktanGjidwodjnika przy pradzie
przemiennym, polegajacy na jednoczesnym pomiarze wartosci skutecziliéjnapie-
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cia na dwdjniku, wartosci skutecznéj pradu w dwdjniku i wartodpi przesuniecia
f azowego miedzy pradem i napigciem. Funkcja pomiaru ma zatem postac:

G= é cosp= f(I,U, )= f(xI,x2,x3) (9)

Jest to zatem f unkcja nieliniowa ze wzgledu na wielkosci wejsdibweazg.

Zaklada sie, ze oczekiwang wartoscig konduktancji jEE > 0, oczekiwang war-
toscig susceptancjiEB = 0, znamionowg warto$cig napiedid/ > 0. ZalozeniEB = 0
powoduje, ze funkcja (9) odznacza si¢ szczegélnie silng nieliniowosdcig ze wzgledu
na ¢ — przyEB = 0 warto$cia oczekiwang przesuniecia f azoweggest 0 (zero)

i f unkcja cgs ma maksimum.

W tym eksperymencie symulacyjnym pomija si¢ wszelkie ef ekty systematyczne
wywolane niedokladnos$cia przyrzadéw pomiarowych i pobieraniem energii przez
ich obwody wejsciowe. Zaklada si¢ natomiast, ze ef ekty losowe wywotuja:

— rozrzut napigcia zasilajacego uklad pomiarowy o rozkladzie normalnym -z od
chyleniem standardowymo,,
— rozrzut konduktancji o rozkladzie normalnym z odchyleniem standardo

wym o,

- rozrzut susceptancji o rozkladzie normalnym z odchyleniem standardowoym

Wybrany przyklad pomiaru nie jest catkowicie oderwany od rzeczywistosci. S y
tuacja pomiaru konduktancji z zakléceniem w postaci susceptancji o wartoéct loso
wo rozrzuconej wokol 0 (zera) moze mie¢ na przyklad miejsce, gdy przedmiotem
pomiaru jest konduktancja tlumigca réwnolegly obwod rezonansowf (rys. 1)
przy czestotliwosci rezonansowej.

Rys. 1. Model obwodu rezonansowegoC
dla malych odchylen czestotliwoéci od czestotliwosci rezonansowej

Fluktuacje czestotliwosci wokot czestotliwosci rezonansowej powoduja, Ze poja-
wia sie rézna od zera susceptancja o wartosci opisanej wzorem:

L
Bx2-6,-,|— 10
Ve 10

przy czymd, jest wzglednym odchyleniem czgstotliwosci od czgstotliwodci rezo-
nansowej, wywolanym np. fluktuacjami czestotliwosci Zrédia zasilajacego ukiad
pomiarowy.
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S truktura procedury symulacji powinna nasladowac strukture procedur po-
miaru — zaréwno procedury fizycznej, jak i obliczeniowej. Wynika stad nastepujacy
przebieg symulacji Monte Carlo, zrealizowanej za pomoca aplikacji Mathcad 14.

S ymuluje siM (np. M = 10) pomiaréw posrednich jednoczesnych o nume-
rachm = 1, ..M. K azdy pomiar sklada si ¢np.K = 5) obserwacji o numerach
k =1, ..K. Za pomoca generatora liczb pseudolosowych o rozkladzie normalnym
generuje si¢ niezalezne macierze o rozmiarke<M
— kondunktancji o elementachk’m k=1, .K;m =1, ..M) o wartoéci ocze-

kiwanej EG i odchyleniu standardowynw, — co nasladuje losowag zmienno$¢

warto$ci mierzone;j,

— susceptancji o elementaclB, o wartosci oczekiwandfB = 0 i odchyleniu stan-
dardowym o, — co nasladu]e losowa zmienno$¢ zakldcenia, wywolanego wspo-
mnianymi wyzej fluktuacjami czestotliwosci,

— wartosci napigcia zasilajgcego uklad pomiarowy o elementdéh o wartosci
oczekiwanej EU i odchyleniu standardowynw, — co nasladuje losowg zmien-
no$¢ wartosci skutecznej napiecia zasilajacego uklad pomiarowy.

Oblicza si¢ macierz wartosci pradu o elementdch & = 1, ..Ksm = 1, ..M):

Ik,m :U/c,m'\)G/im_{—Bkz,m (11)

Wartoséci pradu sg wigc skorelowane z warto$ciami napiecia, konduktancji i su
sceptancji.
Oblicza si¢ macierz wartosci przesunigcia f azowego o elementach

B k,m
o, = arctg—" (12)
kom
Przesuniecie f azowe jest wiec skorelowane z warto$ciami konduktancji i suscep
tancji.
Obliczenia opisane wzorami (11) i (12) modeluja zjawiska fizyczne decydujace
o wartoéciach pradu i przesuniecia f azowego.
Macierze o elementachl, , U, i, traktuje si¢ jako wynikitej obserwaciji
w m-tym pomiarze posrednim jednoczesnym, zfozonymKz obserwacji.
Sposobem pierwszym ( o [ u mn) anigpoprawiong estymate konduktancji
w m-tym symulowanym pomiarze, zgodnie z (2) i (3), oblicza si¢ ze wzordw:

’

L Sl Ui Sl b= Yo Go=cosgl (13
m K m K k.m ¢m K — ¢k,m’ m U/ ¢m

k=1 k= m

Poprawke w sposob ogélny wyrazaja wzory (6) i (7), a poprawiong estymate — (8).
Wzory (6) i (8) w danym konkretnym przypadku - patrz (9) - przyjmuja f orme:

xl =1
3 3 m m
m 1 ZZ a ‘xl x]) przy CZ)III x2"n = UI:I 5 Gp:n = G/,n + me (14)
= xz X
o X3, =9,
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Znacznie prostsze jest obliczanisposobem drugim (wi ersza mi S prowadza sig
ono do wykorzystania wzoréw:

[k,m 1 £
G =U cosp,,,; G, EZGM (15)

k,m
k,m k=

Wyniki symulacji w odniesieniu do estymat przedstawiono w kolumnie-2 ta
blicy 3, gdzie podano wartosci s$rednie arytmetyczne estymad zsymulowanych
pomiaréw oK obserwacjach.

4, Eksperyment symulacyjny Monte Carlo.
Pomiar posredni jednoczesny - obliczenia odchylenia empirycznego

Rozwazania oparto tutaj o przyklad pomiaru przyjetego za podstawe ekspery-
mentu symulacyjnego. I tak m-tym pomiarze odchylenie empiryczne estymatyX
obliczanej sposobem pierwszym & o [ u mn) avymiza si¢ wzorem:

G’ ' Tag " oG ’
{a[,”sm([;)} J{aU'f 'Sm(U:,)} J{a f"'Sm((ﬂ;)} +
n(Ga) = maG’ oG, ’ G, aG(pm ,.9G, G, (16)
2. Cn Py (L Uy +2- o Py (U, Ly (@1
T T A T P (R AR A

zawierajacym pochodne czgstkowe estymat@X wartosci wyjsciowej po estymatach
I UNipwartosci wejsciowych, odchylenia empiryczne wartosci wejsciowych:

I
przy czym x =<lubU (17)

lub ¢

1 , ,
um(I7U): 'Z(Ik,m_lm).(Uk,m_Um)
=

K_l 1
1 & , ,
um (U’w): _1 : Z(Uk,m _Um ) (¢k,m _¢m) (18)
k=1
1 s , ’
um (¢’1)= K 1 AZ:;( k,m q)m)' ([k,m _[m)

W przeciwienstwie do tak zlozonej procedury obliczania odchylenia empirycznego
estymaty GY obliczanej sposobem pierwszymk (o [ u mn), aobkiczanie odchylenia
empirycznego estymatyG” obliczanejsposobem drugim (wi ersza miisprowadza sie
do wykorzystania wzoru:

(19)
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Wyniki symulacji w odniesieniu do odchylen empirycznych przedstawiono
w kolumnie 3 tablicy 3, gdzie podano wartoéci $redniokwadratowe odchylen -empi
rycznych zM symulowanych pomiaréw & obserwacjach.

Zgodnie z koncepcjamPrzewo dn i kl§ obliczone odchylenia empiryczne iden
tyfikuje si¢ z niepewnosciami standardowymi typu A.

5. Eksperyment symulacyjny Monte Carlo.
Pomiar posredni jednoczesny — obliczenia prawdopodobienstwa

Przy przyjetym w eksperymencie zalozeniu o pominieciu ef ektéw systematycz-
nych wywolanych niedokladno$cia przyrzadéw pomiarowych, niepewnoscia roz
szerzong U (G ) m-tego pomiaru jest iloczyn wspolczynnika rozszerzenia przez
niepewnos¢ standardows typu A, czyli przez odchylenie empirycenG, ). Wspol-
czynnikiem rozszerzenia jest natomiast kwantyl rozkladi§ tudenta z liczba stopni
swobody v =K - 1 przy zatozonym poziomie uf ng§cizylit (v). Tak wiec niepew-
noscig m-tego pomiaru jest:

U,(G,)=t,v)s,(G,) przy czym G, =Gp, lub G, =G (20)

Tab. 3. Wyniki eksperymentu MC. Pomiar posredni jednoczesny.
Wartoéci state: M = 10°, o, = 0,3 %-EG, 0, =10 %-EG

1. 2. 3. 4.
Nr Estymata w %EG — Odch. empiryczne Prawdopodobienstwo
wier- Sposéb obliczent wartos$¢ $rednia W %EG — warto$¢ empiryczne P w %

p arytmetyczna $redniokwadratowa dla poziomu ufnosci

sza o o
z M pomiaréw z M pomiaréw pP=95%

1. K=5,0,=0,3%EU
2. | Pierwszy (kolumnami) 100,001 0,278 98,5
3. Drugi (wierszami) 100,000 0,134 95,0
4. K=100,0,=0,3 %EU
5. | Pierwszy (kolumnami) 100,003 0,0753 100,0
6. Drugi (wierszami) 100,000 0,0300 95,2
7. K=5,0,=10%-EU
8. | Pierwszy (kolumnami) 99,200 0,278 44.4
9. Drugi (wierszami) 100,000 0,134 95,0
10. K=100, 0,=10 %-EU
11. | Pierwszy (kolumnami) 99,009 0,0756 0,0
12. Drugi (wierszami) 100,000 0,0300 95,1

Poniewaz w eksperymencie symulacyjnym znana jest warto$¢ oczekiwana EG
(warto$¢ prawdziwa!) mierzonej wielkosci, wigc dla M symulowanych pomiaréw
mozna obliczy¢ prawdopodobienstwo empiryczne P, tego, ze EG miesci si¢ w prze-
dziale ufnosci:
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P{EGe[G,~U,(G,).G,+U,(G,)]}=

| u {1 gdy EG€[G,-U,(G,),G,+U,(G,)] 1)
M

0 gdy przeciwnie

m=1

Wyniki obliczen prawdopodobienstwa P_ przedstawiono w kolumnie 4 tablicy 3.

6. Pomiar posredni jednoczesny — dyskusja wynikow eksperymentu
symulacyjnego

Wyniki eksperymentu symulacyjnego, zaprezentowane w tablicy 3, jednoznacz-
nie wskazuja Kr u g i Xp XXob Xbwlexd@fini) jako ten, ktéry w pomiarze po-
srednim jednoczesnym prowadzi do poprawnych wartosci:

— estymaty mezurandu — kol. 2 tablicy 3 — warto$¢ $rednia arytmetyczna estymat
z M = 10° symulowanych pomiardw jest, praktycznie biorac, rdwna zatozonej
wartosci oczekiwanej EG, czyli warto$ci prawdziwej,

— odchylenia empirycznego estymaty mezurandu — kol. 3 tablicy 3 — warto$¢
sredniokwadratowa odchylenia empirycznego z M = 10° symulowanych pomia-
réw jest, praktycznie biorac, rbwna wartosci teoretycznej, réwnej o, / VK, tzn.
0,134 %-EG dla K=51i0,03 %-EG dla K = 100,

— prawdopodobienstwa tego, ze warto$¢ EG miesci sie w przedziale niepewnosci
rozszerzonej — kol. 4 tablicy 3 — prawdopodobienstwo empiryczne P, jest, prak-
tycznie biorac, réwne zalozonemu poziomowi ufnosci.

O przewadze drugiego sposobu obliczen (wierszami) nad pierwszym (kolumna-
mi) $wiadcza tez wyniki testu zgodnosci histogramu empirycznej zmiennej ¢-Stu-
denta z wykresem tej zmiennej dla tej samej liczby stopni swobody pokazane w [4]
inarys. 2.

0.8 0.4 | |
o(f) 0.4 a) G o) 0.2 b) { W A
0 1 T 0 Al [T

-4 -2 0 2 4 t -4 -2 0 2 4 t

Rys. 2. Histogramy gesto$ci prawdopodobienstwa g(t) empirycznej zmiennej t-Studenta
na tle wykresu statystyki Studenta dla liczby stopni swobody 4 i dla estymat obliczonych:
a) — KpXMbXm pilkrwilXm (kolumnami), b) — XpKKbXm Krugim (wierszami)
dlaK=5,0.=0,3%-EG, 0,=10 %-EG oraz o, = 0,3 %-EU

7. Pomiar posredni niejednoczesny — eksperyment symulacyjny

W toku dyskusji na konferencjach naukowych, na ktérych autor prezentowatl
przedstawiang tu problematyke, pojawilo sie pytanie, jak ksztaltuja si¢ wyniki obli-
czenn omawianymi dwoma sposobami, gdy pomiar posredni jest ni¥jKXnXcXXXnX.

Odpowiedzi dostarcza znowu eksperyment symulacyjny, zrealizowany za po-
mocg aplikacji Mathcad 14. Eksperyment ten rézni si¢ od opisanego w podrozdz. 3
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eksperymentu symulujacego pomiar posredni jednoczesny tym, ze macierz wartosci
pradu o elementach I, oblicza si¢ ze wzoru:

_ [~2 2
- Uk,m+l : Gk,m + Bk,m

— zamiast ze wzoru (11), tzn. warto$¢ pradu o numerze m uzaleznia si¢ od wartosci
napiecia o numerze m + 1. Wartosci pradu nie sg wiec skorelowane z warto$ciami
napiecia.

Podobnie macierz wartosci przesuniecia fazowego o elementach ¢, = oblicza si¢
Ze WZOru:

1

k,m

(22)

k,m+1

P = AICL (23)

k,m+1
dzieki czemu przesunigcie fazowe nie jest skorelowane z warto$ciami konduktancji
i susceptancji. Nie s3 zatem ze sobg skorelowane wartodci [, , U, i¢, .

Tu uwaga: Wiarygodno$¢ symulacji Monte Carlo zasadza si¢ na zalozeniu, ze
generowane liczby pseudolosowe maja nie tylko zadany rozklad prawdopodobien-
stwa, ale tez, ze kolejne ich realizacje sa od siebie statystycznie niezalezne. Wedlug
wiedzy autora generatory liczb pseudolosowych aplikacji Mathcad 14 te warunki
w wysokim stopniu spelniajg.

Wyniki eksperymentu symulacyjnego, dotyczace pomiaru posredniego niejed-
noczesnego zestawiono w tablicy 4. Wskazuja one na niewielkg przewage sposobu

Tab. 4. Wyniki eksperymentu MC. Pomiar posredni niXjXXnXcXXXnX
Wartodci state: M = 10°, 0, = 0,3 %-EG, 0,= 10 %-EG

1. 2. 3. 4.
Nr Estymata w %EG — Odch. empiryczne Prawdopodobienstwo
wier- Sposéb obliczent warto$¢ §rednia w %EG — warto$¢ empiryczne P w %

wa P arytmetyczna $redniokwadratowa dla poziomu ufnosci
z M pomiaréw z M pomiaréw pP=9%

1. K=5,0,=03%EU

2. |Pierwszy (kolumnami) 100,005 0,433 93,6

3. D rugiierszami) XIXIK, KIX7 X, XXX X6, X

4, K=100,0, =03 %EU

5. | Pierwszy (kolumnami) 100,004 0,0876 87,9

6. D rugiierszami) XXX, KIX6 X, KXIXIX XX, X

7. K=5,0,=10%-EU

8. |Pierwszy (kolumnami) 100,21 6,40 95,0

9. D rugierszami) XXX, (XX 6, XIX XX, X

10. K=100,0, =10 %-EU

11. |Pierwszy (kolumnami) 100,01 1,42 95,1

12. | D rugtierszami) XXX, (XX X, X6 XX, X
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pierwszego (kolumnami), szczegdlnie przy duzej wartosci (o, = 10 %- EU) losowe-
go rozrzutu napigcia zasilajacego uktad pomiarowy — zwlaszcza przy duzej liczbie
K =100 obserwacji — wiersz 11 tablicy 4.

Ostatni wniosek sklonil do rozszerzenia badan na jeszcze wigksze liczby obser-
wacji: K =500 i K = 1000. Ze wzgledu na ograniczone zasoby pamieci, jakimi dys-
ponuje aplikacja Mathcad 14 przy tworzeniu macierzy, liczbe symulowanych pomia-
réw nalezato ograniczy¢ do M = 10*. Wyniki zestawiono w tablicy 5.

Tab. 5. Wyniki eksperymentu MC. Pomiar posredni niKjXnXcXX¥nX o duzej liczbie K
obserwacji. Wartosci state: M = 10%, o, = 0,3 %-EG, 0, =10 %-EG, 0,= 10 %-EU

1. 2. 3. 4.
N Estymata w %EG — Odch. empiryczne | Prawdopodobienistwo
r a1 N o . N
wier- Sposéb obliczert warto$¢ $rednia w %EG — warto$¢ empiryczne P, w %

arytmetyczna $redniokwadratowa dla poziomu ufnosci

sza . S
z M pomiaréow z M pomiaréw pP=95%

1. K =500

2. | Pierwszy (kolumnami) 100,006 0,637 94,9

3. D rugitierszami) XXX, KIX7 X, 6XX 6X, X

4. K =1000

5. | Pierwszy (kolumnami) 100,005 0,450 95,4

6. D rugiierszami) XXX, XIX7 X, K6 X8, X

Potwierdzaja one wczesniejszy wniosek, ze priXwaga XpXibu pilerwiXgX
(kolumnami) objawia si¢, praktycznie biorgc, MKIKX prXX KuzKj licXbiX XbM<rwa-
cji. Wykonywanie liczby obserwacji wigkszej niz kilkadziesiat nie jest na ogot real-
ne. Praktycznie jest mozliwe wtedy, gdy pomiary sa automatycznie powtarzane ze
znaczng czestotliwoscig. Taka mozliwo$¢ wystepuje w szczegdlnych przypadkach,
ale wtedy zachodzi obawa skorelowania kolejnych wynikéw i tzw. efektywna liczba
obserwacji zmniejsza si¢ — patrz rozdzial autorstwa A. Zigby.

8. Podsumowanie i wnioski

Inspiracje dla podjecia przedstawionej problematyki stanowila wiedza pozyska-
na od metrologéw starszej daty, ktérzy nie dysponujac tak poteznym narzedziem,
jakim jest symulacja za pomoca komputera, na podstawie swojego doswiadczenia
i intuicji wskazywali, ze pomiar posredni powinien by¢ jednoczesny i opracowy-
wany wierszami. Wéréd nich autor pragnie wymieni¢ swoich Nauczycieli: zastepce
profesora mgra inz. Zygmunta Paryskiego i prof. Artura Metala.

Wyniki zaprezentowanych eksperymentéw symulacyjnych mozna wypunkto-
wac nastepujaco:

1) Plmiar pX$riXni jKXnXcXXnX w przedstawionych eksperymentach symulacyj-
nych wykazal bezwzgledng wyzszo$¢ nad pomiarem posrednim niejednocze-
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snym, zwlaszcza wtedy, gdy obliczenia wykonuje si¢ BpXMbXm Xrugim (wier-

szami). Na te wyzszo$¢ wskazujg wiersze 3, 6,91 12 tablicy 3, z ktérych wynika, ze

takie polaczenie sposobu pomiaru i obliczen prowadzi do poprawnych, w sensie
statystycznym, warto$ci estymaty mezurandu i wartosci niepewnosci standardo-
wej typu A, jak to szczegélowo omoéwiono w podrozdziale 6. Z zestawien war-

tosci sredniokwadratowych odchylen empirycznych wg tablicy 3, kolumna 3,

a mianowicie wiersza 3 zwierszem 2, w.6 zw. 5, w.9zw. 8iw. 12zw. 11 Wynika,

ze w eksperymencie symulacyjnym przy obliczaniu wierszami otrzymano ok.

2,5-krotnie mniejsze warto$ci sredniokwadratowe odchylenia empirycznego, niz
przy obliczaniu kolumnami.

2) K onkluzjapXmiar pXérini jKXInXcXXXnX jiHK KXktaXnX w MXinkiX MhMMHdCK-
nXm, giX XblickXnia wikXnujX Xie XpMddbXm Xrugim (wierszami). Ta doklad-
no$¢ w sensie statystycznym nie oznacza jednak, ze w kazdym konkretnym po-
miarze wartosci estymaty mezurandu i odchylenia standardowego sa dokladne,
bo estymaty mezurandu podlegaja statystyce Studenta, a kwadraty odchylen em-
pirycznych - rozkltadowi gamma.

3) DrugiXpXXob XblicXXn (wierszami) wydaje si¢ w niXwiklkim M¥pniu mniXj pX-
prawnX priXX pXmiarXX pXsriXnim niXjXXnXcXXnXm, ale ma istotng przewage
nad sposobem pierwszym (kolumnami), zwlaszcza przy duzej liczbie zmiennych
wejsciowych: postuguje si¢ znacznie prostszymi wyrazeniami matematycznymi
- np. (15) zamiast (13) i (14) oraz (19) zamiast (16), (17) i (18). Nie wymaga tez
analizy korelacji miedzy zmiennymi wej$ciowymi. W efekcie jest mniej podatny
na omytki w obliczeniach — mniej podatny na btedy grube.

4) PikrwlX XpKXob XblickMn (kolumnami) wykazuje, pod wzgledem doktadnosci
w sensie statystycznym, niezbyt wielka przewage nad sposobem drugim (wier-
szami) priXX pXmiarkX pXsriXnim nikjKXnXcXXnXm — wiersze 8 i 11 tablicy 4 -
zwlaszcza pri{ Kuzij (raczej nierealnej w praktyce) lickbiX KbMXrwacji — wiersz
11 tablicy 4 i wiersze 2 i 5 tablicy 5.

5) PXmiar pX$riXni jKXnXcXXnX jXK KnacXniX XXklaXniXjMdX od pomiaru po-
$redniego niejednoczesnego. Wartosci sredniokwadratowe odchylen empirycz-
nych w kolumnie 3 tablicy 3 s kilka, a nawet kilkadziesigt razy mniejsze od
odpowiednich wartosci w kol. 3 tablicy 4.

Nalezy jednak tez rozréznia¢ omawiane sposoby obliczen w aspekcie definicji
mezurandu:

- KpXob pikrwddX (kolumnami) NajX wartos¢ wyjsciowa - funkcje warMlséci
$rinich wiklkX$ci wijscikwiXch,

- XpXXob Mrugi (wierszami) XajX warllls¢ §rXnia funkcji.

Moga to by¢ definicje réznych wielkosci. Np. w przypadku pomiaru mocy po-
przez pomiar napiecia, pradu i przesunigcia fazowego w pierwszym przypadku jest
to moc wartoéci $rednich, a w drugim moc $rednia. Sg to rézne moce, a kazda z nich
moze mie¢ sens w innym, konkretnym zagadnieniu pomiarowym.

Tak wigc trudno jest sformulowac jeden uniwersalny i jedynie stuszny algorytm
obliczen. K azde zadanie pomiarowe wymaga wnikliwej analizy i tworzenia algoryt
mu obliczen, adekwatnego do fizyko-technicznego sensu mierzonej wielkosci.
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Nalezy zauwazy¢, ze przedstawione algorytmy obliczeniowe postuguja sie war-
toscig $rednig arytmetyczng jako estymatorem warto$ci oczekiwanej. Jest to w petni
poprawne, gdy zmienna losowa ma rozklad normalny. Tymczasem zmienna losowa,
ktora jest nieliniowa funkcjg innych zmiennych losowych nie ma rozkladu normal-
nego nawet wtedy, gdy te inne zmienne losowe maja rozktady normalne.

Ponadto nalezy mie¢ na uwadze, ze pomiar posredni niejednoczesny mozna
traktowac jako zlozenie niezaleznych pomiaréw wielkosci wejsciowych. Takie po-
dejscie wydaje sie bardziej ogélne. To jednak wykracza poza zakres tego rozdziatu.

9. Podziekowania

Treéci tego rozdziatu ksztaltowaly sie miedzy innymi w dyskusjach podczas
konferencji metrologicznych. Dlatego tez autor pragnie podzieckowaé szczegdlnie
aktywnym dyskutantom, a zwlaszcza Pani prof. Annie Domanskiej z Politechniki
Poznanskiej i Panom prof. prof. Tadeuszowi Skubisowi z Politechniki Slaskiej i Mi-
chalowi Lisowskiemu z Politechniki Wroctawskiej za zainteresowanie si¢ prezento-
wanymi tu zagadnieniami i istotny wktad w tresci przedstawione w tym rozdziale.
Szczegdlne podziekowanie nalezy si¢ prof. A. Domanskiej, ktéra wykonata zmudna
prace wyszukania w [1] i [2] istotnych fragmentéw odnoszacych si¢ do pomiarow
posrednich.

Znaczacy wklad w udoskonalenie rozdziatlu pod wzgledem terminologicznym
ma Pan dr Pawet Fotowicz z Gtéwnego Urzedu Miar.

Autor pragnie wymieni¢ tez Pana Macieja Lesniaka, studenta Wydzialu Elek-
trycznego ZUT, ktory zainteresowal si¢ zagadnieniem podczas wyktadu i zwrdcit
uwage na to, ze przy liczbie obserwacji dazacej do nieskonczonosci wartosci $rednie
wielkosci wejéciowych (przy niezbednych zatozeniach) daza do wartoéci prawdzi-
wych. Zainspirowalo to autora do realizacji eksperymentu symulacyjnego przy duzej
liczbie obserwaciji.
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ROZDZIAL 9

NIEPEWNOSC POMIARU DLA CIAGU OBSERWACJI
SAMOSKORELOWANYCH

Andrzej Zigba

Akademia GOrniczo-Hutnicza

1. Wstep

Ciag obserwacji x,, ... x, jest zwykle rejestrowany w kolejnosci ich uzyskania.
Kolejno$¢ ta jest bez znaczenia, jezeli kolejne obserwacje x, pozostaja statystycznie
niezalezne od siebie, czyli nieskorelowane. Standardowe wzory na opracowanie serii
obserwacji (np. [1]) sa optymalne przy dodatkowych zalozeniachr 6w n o w a Zn o sci
elementéw prébyin o r ma [ ichorézktadu gestosci prawdopodobienstwa.

Jezeli prawdopodobienstwo uzyskania wyniku x, zalezy od innych obserwacji,
mamy do czynieniazo bser w a cja mi s a mo s k(@ ute lco wr @ hayteido bs e r va tio
Rys. 1 przedstawia rzeczywiste dane samoskorelowane. Na oko wygladaja one ina-
czej niz dane nieskorelowane (,,bialy szum”); s3 mniej poszarpane, za$ réznica x, - x
mniej czgsto zmienia znak.
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Rys. 1. Samoskorelowane dane z dyfraktometru rentgenowskiego: zalezno$¢ natezenia
refleksu 600 korundu (Al O,) od kata w nachylenia probki [2]. Linia przerywana oznacza
$rednig arytmetyczng x z pokazanych n = 200 wartosci x,

Samoskorelowane ciagi obserwacji uzyskiwane sa w najrézniejszych eksperymen-
tach. Najczeéciej wystepuja wtedy, gdy badany uktad bedacy Zrédtem danych podlega
losowym zakléceniom i jednocze$nie pamieta stan poprzedni. W efekcie mamy do
czynienia z pewnym cigglym procesem stochastycznym x(t) (np. zaleznos¢ ci$nienia
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atmosferycznego od czasu), za$ dyskretny cigg obserwacji x, wynika z jego prébko-
wania w réwnych odstepach czasu.

Celem pracy jest przedstawienie wlasciwosci statystycznych n-elementowej proby
obserwacji samoskorelowanych i metod obliczenia dla niej niepewnosci typu A.

2. Matematyczne modele danych samoskorelowanych

Samoskorelowane ciagi liczb znane sg w literaturze [3 + 5] pod nazwa s ze r e gow
cza s o w. Whnalogii do szeregow algebraicznych, szeregi czasowe sa zdefiniowane
za pomocg wzoréw rekurencyjnych, wyrazajacych kolejne liczby x, przy uzyciu war-
tosci poprzednich oraz ciggu liczb nieskorelowanych . Dwa najprostsze przyktady
to $rednia ruchoma

_ gttt

SMA: «x (1)
m
oraz autoregresyjny szereg czasowy 1. rzedu
AR(1): x,=ax,_ +u, (2)

z parametrem 0<a<1. (Symbole SMA oraz AR(1) pochodza od okreslen angielskich:
s imple mo vinga veoraafges t-o r de r a uto r e gr e k Wizerp(19, (2)s podob-
ne umozliwiajg fatwa generacje liczb samoskorelowanych potrzebnych do obliczen
metoda Monte Carlo (MC).

W pracach autora [6 + 8] sformulowany zostal poglad, ze opis teoretyczny roz-
patrywanej kategorii danych samoskorelowanych jest mozliwy przy wykorzystaniu
prostszego formalizmu, polegajgcego na potraktowaniu ciggu obserwacji x,, ... x,
jako realizacji wielowymiarowej zmiennej losowej X, ... X . Przy podtrzymaniu za-
tozen o normalnosci rozkladu i rownowaznosci elementéw proby losowej, statystycz-
ne wlasnosci liczb x, s3 w pelni scharakteryzowane przez warto$¢ oczekiwang y oraz
odchylenie standardowe 0. Za$ korelacje migdzy X, i X, opisujg elementy dyskretne;
funk cjia uto k o rp ) @ktgslonej jako:

=SV Ki) .
o
ktorej wskaznik |k = i - j| nazywamy jest o ds tepe. #atem, dla wyprowadzenia i zro-
zumienia przedstawionego w pracy formalizmu, wystarcza elementarny zbiér pojeé
statystycznych zestawiony w Dodatku C Pr ze w o dhika

Dla rzeczywistych danych samokorelowanych wystepujace korelacje sa prawie
zawsze:

(i) do da tuten. wszystkie p, >0, co wynika z faktu, ze w réznych zjawiskach zwykle
stan poprzedni jest podtrzymywany (pogoda dzisiejsza bywa podobna do wczo-
rajszej),

(ii) o s ko riczo nym za ,stiggrelementy p, malejg do zera ze wzrostem odstepu k

(w perspektywie wielu dni korelacje parametréw meteorologicznych zanikaja).
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3. Funkcja autokorelacji: znana a priori i estymowana z danych

Funkgje {p,} jest znana a pr iodkaimodelowych danych bedacych szeregami cza-
sowymi generowanymi przez komputer. Dla szeregéw czasowych (1) oraz (2) funkcje
autokorelacji okreslaja wzory

p,=1-k/m dla k<m

SMA: (4)
P, =0 dla k>m
AR(1): p, =d" (5)

ktoérych wykresy przedstawiono na rys. 2.
1.0
0,84 :m

064 ‘m

Pk

0,4 4 ]

]
00— g mm e W S -, --a- -y

Rys. 2. Funkcje autokorelacji dla dwu modeli szeregdw czasowych

Istniejg sytuacje, gdy funkcja autokorelacji jest znana réwniez dla danych uzy-
skanych z eksperymentu. Realizacja fizyczng procesu AR(1) jest np. przefiltrowanie
szumu termicznego przez uklad catkujacy RC [9]. W pewnych przypadkach posta¢
funkgji {p,} jest znana z doktadnych pomiaréw wczesniejszych, dotyczy to np. danych
meteorologicznych [10]. Wreszcie, funkcja autokorelacji jest znana, jezeli dane samo-
skorelowane powstaty w wyniku wygtadzania pierwotnych danych nieskorelowanych
przy pomocy okreslonego algorytmu (np. obliczania sredniej ruchome;j (1)).

Najczesciej jednak funkeja autokorelacji musi by¢ wyznaczona na podstawie po-
siadanych danych. Estymator funkcji autokorelacji {r,} zdefiniowany wzorem:

n—k
2 =7) Vi =)

=" (6)

i=1

jest najczesciej omawiany w podrecznikach [3], [4] i [5], jak rowniez zaimplemento-
wany w programach do analizy danych. Rys. 3 przedstawia obliczong przy pomocy
wzoru (6) estymate {r,}dla danych z rys. 1.
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W wykresie estymaty mozna wyr6zni¢ dwie, rozne jako$ciowo czesci. Dla ma-
tych wartosci odstepu k mamy opadajace zbo czew ktérym jest zawarta informacja
o wystepujacych korelacjach. Reszta to fluktuujacy o go. fego takie czy inne ksztalty
robig wrazenie quasi-cigglych funkcji, jednakze jest to obraz szumu, tyle Ze samo-
skorelowanego. Odchylenie standardowe tych fluktuacji jest wieksze niz n™"2 [4], co
ttumaczy duzg amplitude fluktuacji w ogonie {r}.

1,0 -
n funkcja
08 ][ autokorelacji
(]
06 -k zbocze
a
04 H
~ D\ n.= 8
—_
0.2
|/ &
o B
00— 72
8y
.0,2 -
_0’4 Il Il Il Il
0 40 80 120 160 200

Rys. 3. Estymata funkcji autokorelacji dla danych z rys. 1

4, Efektywna liczba obserwacji

Dla opracowania rzeczywistych danych skorelowanych wprowadzono, w co naj-
mniej dziesigciu pracach (wyszczegoélnionych w [8]) i niezaleznie od siebie, parametr
statystyczny nazwany e fe ktyw ng liczbe o bs e n wUmegliwia on zwigzly zapis
wzoréw opisujacych niepewnos¢ pojedynczego pomiaru i $redniej (patrz pkt. 5),
a ponadto pomaga w intuicyjnym zrozumieniu wlasciwosci obserwacji skorelowa-
nych. Przy znajomosci funkcji autokorelacji {p, }wartos¢ n__ definiuje wzor:

n

= n—1 n—k
142> == p,
=1 N

n (7)

eff

Rys. 4 przedstawia mozliwe wartosci efektywnej liczby obserwacji dla ustalonej
liczebnosci proby n. Poniewaz korelacje s3 na ogét dodatnie, to zwykle ;. < n.

Jezeli znamy tylko estymate {r,} funkcji autokorelacji, powstaje zagadnienie, jak
na jej podstawie estymowac efektywna liczbe obserwacji? O ile n_; obliczone na pod-
stawie funkcji {p,} jest ustalonym parametrem, to z funkgji {r,} mozemy otrzymac
tylko estymator efektywnej liczby obserwacji n_; bedacy, jak kazdy estymator, zmien-
ng losowa o pewnej funkcji gestosci prawdopodobienstwa, warto$ci oczekiwanej
i wariancji.

Narzucajacy si¢ estymator efektywnej liczby obserwacji polega na uzyciu wzoru
(7), w ktérym funkcje {p,} zastepujemy przez {r,}. Symulacja metodg MC pokazuje
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granica dane granica
VW 1 nieskorel. p> (-1 )k
l korelacje korelacje i
dodatnie ujemne |
— | -
0 1 n niesk.

efektywna liczba obserwacji

Rys. 4. Przedstawienie wlasciwosci 7 . na osi liczbowej. Granica liczb w pelni
skorelowanych dodatnio oraz ujemnie otrzymuje si¢ dla wartosci p, dazacych do wartosci
réwnych, odpowiednio, 1 oraz (—1)*

(rys. 5, krzywa a), ze uzyskany w ten sposob estymator ma bardzo niekorzystne wla-
$ciwosci: warto$¢ 1/n ;. jest mocno zanizona w stosunku do wartosci teoretycznej, co
prowadzi (wzoér (11)) do zanizenia oszacowania niepewnosci pomiaru.

60

50 | : n eff
» theor.

40 |

30

g(1/n g5

AR(1), a = 0.659

20 n =60

0,00 0,05 0,10 0,15

1/n off

Rys. 5. Funkcje gesto$ci prawdopodobienstwa dla réznych estymatoréw odwrotnosci
efektywnej liczby obserwacji: (a) sumowania wszystkich elementéw r,,
b) wzér (7) z wartoécig n_z metody FTZ. Symulacje MC wykonano dla modelu AR(1),
a = 0,659, n = 60. Linia przerywana pokazuje warto$¢ teoretyczng 1/n .= 1/12,33

Przyczyna tego zjawiska jest wpltyw ogona funkcji autokorelacji. Nieformalnym
remedium jest arbitralne ograniczenie sumowania we wzorze (7) do tylko poczatko-
wych elementéw estymaty {r,} [11]. Aby procedure t3 uczynic jednoznaczng, zapro-
ponowano w [7] i [8] wzdr:

P n
eff — n,
1+2 Z(l—kjrk
k=1 n

w ktorym graniczny odstep n_jest okreslony przez ostatni niezerowy element estyma-
ty {r,} przed jej pierwszym przejsciem przez zero (metoda FTZ - od ang. firs t trans
it thro ugh ze yoPrzyktadowo, dla funkcji pokazanej na rys. 3 otrzymujemy n_= 8.

(8)
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Symulacyjne badanie MC pokazuje, ze zastosowanie takiego podejscia daje radykalne
zmniejszenie ujemnego obcigzenia estymatora (rys. 5, krzywa b).
Dalsze zmniejszenie obcigzenia estymatora uzyskuje sie przy uzyciu wzoru:

. n—2nc—1+nc(nc+1)/n+

off — n,
142> 7
k=1

wynikajacego z uzycia nowego estymatora efektywnej liczby obserwacji [12].

n

1 )

5. Srednia arytmetyczna jako wynik pomiaru powtarzanego

Srednia arytmetyczna jest najbardziej efektywnym przyblizeniem wartoéci ocze-
kiwanej réwniez dla przypadku, gdy elementy x, proby losowej s3 wzajemnie skore-
lowane. Twierdzenie to mozna wywie$¢ z metody najmniejszych kwadratéw uogol-
nionej na przypadek skorelowanych danych wej$ciowych, przy czym dopasowana
funkcja jest funkgcja stala. Brak wptywu korelacji na estymator wartosci oczekiwanej
mozna heurystycznie powiaza¢ z faktem, ze (i) srednia jest sumg zmiennych losowych
X, podzielong przez n, oraz (ii) warto$¢ oczekiwana sumy zmiennych losowych jest
sumg wartosci oczekiwanych, tak dla zmiennych niezaleznych jak i skorelowanych.

6. Odchylenie standardowe pojedynczego pomiaru i Sredniej

Przedstawiona wyzej wlasno$¢ warto$ci oczekiwanej nie dotyczy wariancji. Wa-
riancja sumy zmiennych losowych jest sumg wariancji poszczegélnych skladnikéw
sumy plus dodatkowe wyrazy zalezne od wspdtczynnikow korelacji miedzy sktadni-
kami. Zatem prawidfowe wzory na estymatory wariancji i wariancji $redniej musza
zaleze¢ od elementow p, funkcji autokorelacji.

W pracach [6] i [8] przedstawiono wyprowadzenie wzoru na nieobciazony esty-
mator wariancji s> dla zmiennych samoskorelowanych'. Poszukiwania literaturowe
wykazaly, ze zostal on opublikowany bez wyprowadzenia przez Bayleya i Hammer-
sleya [13], a nastepnie zapomniany. Wygodnie jest zapisa¢ go w postaci wzoru:

s =Ms, gdzie s° =L2(x,. -X) (10)
n(n —1) n—-13
jest ,,zwyklym” estymatorem wariancji. Ze wzrostem n i n_; czynnik {n_(n - 1)/
[n(n_, - 1)]}"* dazy do jednosci, zatem zachodzi s =s°, ale dla préby o matej liczeb-
nos$ci wzdr (10) zapobiega zanizeniu estymat wariancji i odchylenia standardowego
s, =qls..

Dla obserwacji niezaleznych zmniejszenie odchylenia standardowego $redniej

s(x) w stosunku do odchylenia standardowego s pomiaru o czynnik n'? spowodo-

' Indeks a (od: autocorrelated) zostat wprowadzony, by odrézni¢ wprowadzone estymatory s oraz
52(¥) od dobrze znanych estymatoréw s*i s(X).
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wane jest cze$ciowg kompensacja btedéw o przeciwnych znakach. Dla zmiennych
dodatnio skorelowanych liczba zmian znaku staje si¢ mniejsza (rys. 1), zatem kom-
pensacja bledu przypadkowego, wynikajaca z czg§ciowego znoszenia si¢ przyczynkow
dodatnich i ujemnych, staje si¢ mniej skuteczna. W rezultacie, w zwiazku miedzy
niepewnosciami pojedynczego pomiaru i $redniej, zamiast #n wystepuje mniejsza od
niej efektywna liczba obserwacji, zatem:

S{Z

5,(X)=

(11)

ncff

W polaczeniu z wzorem (10) niepewnos¢ pomiaru dla serii danych samoskore-
lowanych, utozsamiang z s (X), zapisa¢ mozna jako:

u(x)=s,(x)=

(12)

Reasumujac: w przypadku danych samokorelowanych mozemy nadal wynik po-
miaru utozsamiac ze $rednig, natomiast do obliczania niepewnosci stosowa¢ nalezy
wprowadzone wyzej wzory (10) + (12).

Doktadnos¢ statystycznej oceny niepewnosci nie jest zbyt duza i zalezy od para-
metru nazwanego liczbg stopni swobody v = n - 1. Dla danych samoskorelowanych
mozna wprowadzi¢ podobny parametr nazwany efektyw ngw ypadkow) ligzbg stopni
sw obodi)Do celéw praktycznych wystarczy korzysta¢ z wzoru przyblizonego [7, 8],
zgodnie z ktérym:

n
-
1+2> p;

k=1

Wprowadzenie v . umozliwia zapisanie wzoru na wzgledna dyspersje estymatoréw
odchylenia standardowego w postaci:

u(s,) _u(s,(x)) _ 1
s, s5,(x) _\/zvetf

W granicy obserwacji niezaleznych (p,= 0 dla k > 1) otrzymuje si¢ znany wzor
u(s)/s = [2(n - 1)V~

Przedstawiony formalizm analityczny (wzory (10) + (14)) moze by¢ stosowany
dla dowolnej liczebnosci proby i kazdej funkcji autokorelacji w przypadku, gdy ta
ostatnia jest znana. Gdy dysponujemy tylko estymatg {r,}, to mamy dwa ogranicze-
nia. Wyrazona wzorami (8) i (9) metoda estymowania efektywnej liczby obserwacji
wymaga zalozenia, Ze elementy rzeczywistej funkeji autokorelacji sa nieujemne i staja
sie praktycznie réwne zeru dla k < n. Ponadto, rozrzut estymatora n_, jest zrodlem
dodatkowego rozrzutu estymatoréw odchylenia standardowego.

Ilosciowa informacje o wlasnosciach estymatoréw odchylenia standardowego
dla przypadku, gdy funkcja autokorelacji estymowana jest z danych, mozna uzyskac
przy pomocy metody Monte Carlo. W pracach [7] i [12] przeprowadzono symulacje

Ve -1 (13)

€

n

(14)
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funkcja gestosci prawdop.

0 1 2
znormalizowane odchylenie standardowe

funkcja gestosci prawdop.

c)

| AR(1)
‘ a=0.665

funkcja gestosci prawdop.
w

znormalizowane odchylenie standardowe

Rys. 6. Funkcje gestosci prawdopodobienstwa dla estymatoréw znormalizowanego
odchylenia standardowego dla modelu AR(1) i podanych trzech wielko$ci proby losowe;.
Krzywe 1, 2 oraz 3 pochodzg z symulacji MC i dotycza, odpowiednio, s /0, s (x)/ 0o (x)
oraz s*(x) / o(x). Krzywe teoretyczne ,teor” okresla wzér (15) zv=v
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dla modelu AR(1) i trzech licznosci proby losowej: n = 15, 60 i 240, odpowiadaja-
cych teoretycznym wartosciom efektywnej liczby obserwacji n_, = 3,36, 12,33 i 48,32.
Rys. 6 przedstawia uzyskane funkcje gestosci prawdopodobienstwa dla trzech esty-
matorow wzglednego odchylenia standardowego:
krzywa 1 - s /o, gdzie do obliczenia s, uzyto kombinacji wzoréw (10) i (8),
krzywa 2 - s (x) / 0(x), gdzie s(x) obliczano przy pomocy wzoréw (11) i (8),
krzywa 3 - s7(x) / 0(x), gdzie s*(X) zostat obliczony z wzoréw (11) i (9), czyli z wy-
korzystaniem nowego estymatora n*, 0 obnizonym obcigzeniu.

Dla obserwacji niezaleznych znormalizowane odchylenie standardowe z = s /o

podlega funkcji rozkladu prawdopodobienstwa:

1-v/i2 vl
2

g(z)= z exp(—v z /2) (15)
wynikajacej z rozktadu chi-kwadrat. Wzér (15) zastosowano dla obserwacji samosko-
relowanych, przy czym za zmienng v podstawiono teoretyczne wartoéci efektywnej
(wypadkowej) liczby stopni swobody v . dla badanych modeli (réwne, odpowied-
nio, 5,4, 22,7 191,8). Obliczone krzywe teoretyczne pokazano na rys. 6.

Uzyskane metoda MC funkcje gestosci prawdopodobienstwa dla znormalizowa-
nego odchylenia standardowego (krzywe 1 na rys. 6) wykazuja dobra zgodno$¢ z krzy-
wymi teoretycznymi, zwlaszcza wtedy, gdy liczebno$¢ proby jest duza. Jest tak dlatego,
Ze rozrzut estymatora n_, ma niewielki wptyw na rozrzut s , gdyz n_ wchodzi do
wzoru (10) poprzez bliski jednosci czynnik {n_(n - 1)/[ n(n_ - 1)]}'**. Dobra zgod-
nos¢ dowodzi, ze efektywna (wypadkowa) liczba stopni swobody v . jest parametrem
dobrze opisujacym rozrzut estymatoréw wariancji i odchylenia standardowego.

Wplyw losowego charakteru estymatoréw efektywnej liczby obserwacji n ; jest
wyrazny dla odchylenia standardowego $redniej (czyli niepewnosci pomiaru). Efek-
tem jest zanizenie warto$ci oczekiwanej tego estymatora (szczegdlnie dla matej li-
czebnodci proby, rys. 6a, b) i powigkszony rozrzut. Jednak, biorac pod uwage fakt, ze
niepewno$¢ pomiaru znamy w ogélnosci z niewielkg dokladnoscia, przedstawiony
formalizm moze by¢ stosowany w praktyce.

7. Konkluzje

Rezultatem pracy jest przedstawienie formalizmu, ktdry rozszerza zwykla metode
obliczania niepewnosci standardowej typu A na przypadek danych samoskorelowa-
nych. Formalizm ten opiera si¢ w na istniejacych rezultatach teoretycznych, w wiek-
szosci malo znanych, uzupelnionych przez nowe koncepcje i przetestowaniu catosci
formalizmu przy uzyciu modelowania Monte Carlo.

Bezposrednim przedluzeniem pracy, doprowadzonej do zagadnienia niepewno-
$ci standardowej, bedzie zbadanie zagadnienia szacowania niepewnosci rozszerzone;.
Inne mozliwosci zastosowan przedstawionej metodologii to testy statystyczne dla da-
nych samoskorelowanych, stacjonarne procesy stochastyczne z natozonym trendem
czy wreszcie niestacjonarne procesy stochastyczne.
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